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Prefata

Prezenta carte, reprezentand o introducere in analiza cu elemente finite, este
adresata Tn primul rand studentilor masteranzi ai Facultatii de Inginerie din Hunedoara,
dar poate fi consultata si de cursantii de la Tnvataméantul postuniversitar.

Sunt prezentate atit fundamentele teoretice ale Metodei Elementelor Finite cat
si exemplificari ale acestei metode la rezolvarea unor probleme de mecanica,
hidrodinamica, probleme termice si de elasticitate, etc.

Rezolvirile analitice ale problemelor propuse sunt sustinute de implementari
numerice, fiind prezentate programe de calcul simple si eficiente in MathCAD si
MATLAB.

Multumim referentului stiintific care, prin observatiile si sugestiile facute, a
contribuit la elaborarea prezentei carti.

Autorii isi exprimd, anticipat, gratitudinea pentru eventualul aport critic al

cititorilor.

Hunedoara, Autorii

Mai, 2008
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CAPITOLUL I
NOTIUNI INTRODUCTIVE

Bazele analizei cu elemente finite au fost pentru prima data formulate in 1943 de
catre matematicianul german Richard Courant (1888-1972), care, imbinand metoda
Ritz cu analiza numericd in probleme de calcul variational si minimizare, a obtinut
solutii satisfacatoare pentru analiza sistemelor cu vibratii.

incepﬁnd cu anii *70, metoda elementelor finite a fost folosita la rezolvarea celor
mai complexe probleme din domeniul structurilor elastice continue, de la constructiile
civile, industriale sau de baraje pand la constructiile de nave maritime, respectiv

cosmice.

Principiile metodei analizei cu elemente finite

Fenomenele fizice de acest fel sunt descrise din punct de vedere matematic de
ecuatii diferentiale, prin a caror integrare, in conditii la limita date, se obtine o solutie
exactd a problemei. Aceasta cale analitica are dezavantajul ca este aplicabila numai in
cazul problemelor relativ simple. Problemele care intervin in activitatea practica sunt
de cele mai multe ori complexe in ce priveste alcatuirea fizica si geometrica a pieselor,
conditiile de incarcare, conditiile la limitd etc., astfel Incat integrarea ecuatiilor
diferentiale este dificila sau chiar imposibila.

In metoda elementului finit se utilizeaza, ca punct de plecare, un model integral
al fenomenului studiat. El se aplicd separat pentru o serie de mici regiuni ale unei
structuri continue obtinute prin procedeul discretizérii, denumite elemente finite, legate

intre ele in puncte numite noduri.
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Aceste elemente finite trebuie astfel concepute incit ansamblul lor sd reconstituie
cat mai fidel posibil structura reala analizata. In principiu, aceste legaturi trebuie astfel
concepute incat sd permitd o convergentd numerica catre solutia exactd, atunci cand

structura este discretizata in elemente finite cu dimensiuni din ce in ce mai reduse.

Etapele de rezolvare a unei probleme cu ajutorul metodei elementelor finite

Etapa 1. Impdrtirea domeniului de analizd in elemente finite.

In aceasti etapd analistul alege tipul sau tipurile de elemente finte adecvate
problemei de rezolvat, apoi mparte structura in elemente finite. Aceasta operatie, care
se numeste si discretizare, poate fi facuta cu ajutorul calculatorului. Tipul de element
finit este definit de mai multe caracteristici, cum sunt numarul de dimensiuni (uni-, bi-,
tridimensional), numarul de noduri ale elementului, functiile de aproximare asociate si
altele. Alegerea tipului de element finit are mare importantd pentru necesarul de
memorie internd, pentru efortul de calcul impus calculatorului si pentru calitatea
rezultatelor.

Punctul de plecare pentru constructia matematicd a diferitelor metode de
elemente finite 1l constituie respectarea urmatoarelor principii:

e utilizarea unei aproximari bazata pe folosirea de elemente mai simple,
pentru care avem la dispozitie o solutie;
e sporirea exactitatii calculului prin rafinarea discretizarii.

Etapa 2. Constituirea ecuatiilor elementelor finite (ecuatiile elementale).

Comportatea materialului sau mediului in cuprinsul unui element finit este
descrisd de ecuatiile elementelor finte denumite §i ecuatii elementale. Acestea
alcdtuiesc un sistem de ecuatii al elementului.

Ecuatiile elementale pot fi deduse direct, pe cale variationald, prin metoda
reziduald sau a reziduurilor (Galerkin) sau prin metoda bilantului energetic.

Etapa 3. Asamblarea ecuatiilor elementale in sistemul de ecuatii al structurii.
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Comportarea intregii structurii este modelatd prin asamblarea sistemelor de
ecuatii ale elementelor finte in sistemul de ecuatii al structurii, ceea ce din punct de
vedere fizic Tnseamna cd echilibrul structurii este conditionat de echilibrul elementelor
finite. Prin asamblare se impune ca, in nodurile comune elementelor, functia sau
functiile necunoscute sa aiba aceeasi valoare.

Etapa 4. Implementarea conditiilor la limita §i rezolvarea sistemului de ecuatii
al structurii.

Sistemul de ecuatii obtinut Tn urma implementarii conditiilor la limitd
corespunzatoare problemei concrete este rezolvat printr-unul din procedeele obisnuite,
de exemplu prin eliminarea Gauss sau prin descompunerea Choleski, obtindndu-se
valorile functiilor in noduri. Acestea se numesc §i necunoscute primare sau de ordinul
intdi.

Etapa 5. Efectuarea de calcule suplimentare pentru determinarea
necunoscutelor secundare.

In unele probleme, dupi aflarea necunoscutelor primare, analiza se incheie.
Acesta este de obicei cazul problemelor de conductie termica, In care necunoscutele
primare sunt temperaturi nodale. In alte probleme finsi, cunoasterea numai a
necunoscutelor primare nu este suficientd, analiza trebuind sa continuie cu
determinarea necunoscutelor secundare sau de ordinul doi. Acestea sunt derivate de
ordin superior ale necunoscutelor primare. Astfel, de exemplu, in problemele mecanice
de elasticitate, necunoscutele primare sunt deplasarile nodale. Cu ajutorul lor, in
aceasta etapa, se determind necunoscutele secundare care sunt deformatiile specifice si
tensiunile. Si in cazul problemelor termice analiza poate continua cu determinarea

necunoscutelor secundare care sunt intensitatile fluxurilor termice (gradienti termici).
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§1.2 FUNCTII DE FORMA

Functiile de interpolare care indicd legea de variatie asumatd pentru marimile
necunoscute (deplasari, temperaturi, etc) la nivelul elementului finit, se numesc functii
de forma.

Pentru elementele finite cu doua, trei, patru si, respectiv, cinci noduri, expresiile

functiilor de forma sunt urmatoarele

e Pentru elemente cu 2 noduri (£ =-1; £=1)

D, =5(1—§)
1 (M)
P, 25(1"“3)

In Figura la sunt reprezentate grafic functiile de formd in cazul unui element
finit cu doua noduri.
Functiile de forma au proprietétile:
@, (-1)=1. @,(1)=0.
®,(-1)=0, ®,(1)=1.
Exemplu: Fie nodurile
¢ ’ -1 1

u ‘ u =2 u, =35

Functia de interpolare intre cele doua noduri este

f€)=uy - Py (E)+uy P, (E) =20 (E)+5P,(&).

fiind reprezentata grafic n Figura 1b.
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a b.
.57 5T
¢/
I rd
d2(E) e o ot
—== 0
P
Vi \
P
("3 / 1 1 I 1 1 1
-1 =05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
g £

Figura 1 a. Functiile de forma pentru un element cu doud noduri.

b. Functia de interpolare f(&)= u;- <I>1(<";)+ u, - <I>2(<";).

e Pentru elemente cu 3 noduri (§; =—1;&, = 0; &5 =1) functiile de forma sunt

@y =-2E(1-¢)

@, =(1-€)1+€) 2
1
Q5= E&(l +&)
fiind reprezentate grafic n Figura 2a.
Functiile de forma au proprietétile:

®,(-1)=1, ®,(0)=0, ®,(1)=0,

©,(-1)=0, @,(0)=1. ,(1)=0.

®5(~1)=0, @5(0)=0, @5(1)=

Exemplu: Fie nodurile

u ‘ u =2 u, =5 uy; =4

Functia de interpolare intre cele trei noduri este
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F§)=u; @ (E)+u, D,y (E)+us @5(8)=
= 2@ (§)+5P, (§)+45(8),

reprezentatd grafic in Figura 2b.

@1(8)
P2(8)

23

Figura 2 a. Functiile de forma pentru un element cu trei noduri.

b. Functia de interpolare f(&) =u; - d)l(E_,)-}- u, - CI)Z(F:)-}- uy- <I>3(E_,).

e Pentru elemente cu 4 noduri (§, =—1;&, =—1/3; &3 =1/3; £, =1), functiile

de forma au expresiile (Figura 3a)
9(1 1
& =—_|= ~_ela-
(58329
27 1
b, =—I(1 —=¢ |(1—
> 16(+§)(3 &j( &)

@3 =22+ +2)1-)

@y =48] 348 3¢

si proprietatile

®,(-1)=1, ®,(-1/3)=0, ®,(1/3)=0, ®,(1)=0,

3)

®,(-1)=0, ®,(-1/3)=1, ®,(1/3)=0, ®,(1)=0,
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D,(-1)=0, @4(=1/3)=0, P4(1/3)=1, ®4(1)=0,
®,(-1)=0, ®,(-1/3)=0, ®,(1/3)=0, ®,(1)=1.
Exemplu: Fie nodurile

13 | -1 -13 13 1

u

u =2 u, =5 uy; =3 u, =4

Functia de interpolare ntre cele patru noduri este

£E)=u; - @ (€)+uy - Dy(E)+us-P3(E)+uy Dy(E)=
=20, (8)+5P, (§)+3P5(E)+4D,(8),

reprezentatd grafic in Figura 3b.

a b.
157 or
216 PN IS G 5“'
220 N Y AF\/
e30) |/ S R Ie 3|
NG R |
IR QS XX Rk S il
~o0.5t S Cosm o331
: g

Figura 3 a. Functiile de forma pentru un element cu patru noduri.

b. Functia de interpolare f(£) =u; - ®,(E)+u, - @, (E)+uz - P;(E)+uy, - Dy(E).

e Pentru elemente cu 5 noduri (§; =—1;&, =—1/2;;=0,€, =1/2; &5 =1),

functiile de forma (Figura 4) se aleg astfel
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@ =23+t 3-)i-9

3 2
@, =-S(1+2K[ 3 -2)1-2)
@3 =4(1+ &)G + &j@ - &j(l -&) 4)

D, - §(1+&)@+ aj&@—&)

@5 =-20+8[3+2 3¢ ]

avand proprietatile

@, (-1)=1, &(-1/2)=0, &,(0)=0, ®,(1/2)=0, &,(1)=0,

@,(-1)=0, ®,(=1/2)=1, ®,(0)=0, ®,(1/2)=0, ®,(1)=0,
D;(=1)=0, ®;(-1/2)=0, ®5(0)=1, ®5(1/2)=0, ®;(1)=0,
®,(-1)=0, ®,(-1/2)=0, ®,(0)=0, ®,(1/2)=1, ®,(1)=0,
®s(-1)=0, ®5(-1/2)=0, ®5(0)=0, ®5(1/2)=0, Ps(1)=1

2r 27

Figura 4. Functiile de forma pentru un element cu cinci noduri

Exemplu: Fie nodurile



1.2 - Functii de forma 15

&‘ -1 05 0 0.5 1

Ul y=2 uy=5 uz=4 uy=3 us=5

Functia de interpolare (Figura 5) Intre cele cinci noduri este

fE€)=u; @ (€)+uy Py (E)+uy @3(E)+uy Py(E)+us-@5(5).
P
5t

£(¢) 3r

-1 =05 0 05 1

Figura 5. Functia de interpolare

fE) =u - @y(E)+uy - Dy(E)+us-P3(E)+uy - Py(E)+us- Ps5(E)

Transformarea in coordonate naturale pentru elementul liniar cu 2 noduri se mai
poate scrie cu ajutorul functiilor de interpolare (1) astfel
1 1
X = Exk(l_§)+axk+l(l+§): X @1 (E)+ X1 P, (E)  (5)

Tinand seama de proprietatile generale ale functiilor de interpolare, pentru un

element liniar cu r noduri transformarea de coordonate (5) se scrie
T
x=> x;®; (&) ©)
i=1

unde P, (&) sunt functiile de interpolare Lagrange de grad r—1, iar Xx; punctele de

baza sau nodurile elementului.

Diferentiind relatia (6) se obtine
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(5 9P e g
dx_(i; g Jd& J-dg 7)

unde J este jacobianul transformarii de coordonate (6).

Sa calculam valoarea jacobianului.

-pentru elementul liniar cu doua noduri (functia de interpolare de gradul intai)

—_— =, —==— 8
& 2 E& 2 ®)

-pentru elementul liniar cu trei noduri (functia de interpolare de gradul doi)

@y == E1-8): @ = (1-E)1+E): @5 = E(1+E)

h
Xlzxk;X2:Xk+E;X3:Xk+h (9)
aB_ 1 by aby 1
& 2 dE dE 2

:J:xk(—%+§j+(xk +%)(—2§)+(xk +h)(%+§j:%.

-pentru elementul liniar cu patru noduri (functia de interpolare de gradul trei),

prin derivarea functiilor de forma in raport cu variabila &, se obtin expresiile
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R Eas] o) (I S ESE )

0 £ RO R

27 1 - do; 27 (10
R 1 (S N St C e
e ) e

_ _ h _ 2h
X1 =Xk X2—Xk+§; X3—Xk+?; X4:Xk+h

J= —%(3&2 - Zﬁ—éjxk +f—g(3<‘,2 —%&—lj(xk +%)+

) R e i ) SR

A A

Se considera u = u(x) solutia aproximativa a formei variationale care se scrie cu

ajutorul unui set de functii de aproximare ¥, =¥, ( ) avand gradul s —1
A S
u(x)=>C%(x) . (11)
i=1

A
Asa cum rezultd din exemplele prezentate anterior, se deduce solutia u(X) cu

ajutorul functiilor de interpolare prin nodurile elementului ®; = ®; (X) avand gradul

r—1, unde r reprezintd numarul gradelor de libertate corespunzatoare numarului de

noduri ale elementului
r
:inq)i(X). (12)

In general, gradul functiilor de aproximare s—1 poate si difere de gradul

functiei de interpolare r —1.
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§1.3 TEOREME ENERGETICE

In scopul deducerii ecuatiei elementelor finite, se folosesc in mod curent
procedee energetice sau reziduale.

Exemplificam aceste procedee in cazul mecanicii solidului deformabil, in care
trecerea structurii de la o stare de echilibru la alta se numeste deformatie. Prin
deformatie punctele de aplicatie a fortelor care actioneaza asupra structurii se
deplaseaza, producand lucru mecanic. Procesul deformatiei este guvernat de relatia

dW =dL (1)
unde
dW este energia interna totala,
dL este lucrul mecanic elementar exterior.
Se poate considera ca tot lucrul mecanic exterior de defomare se transforma in

energie potentiald de deformare.

Lucrul mecanic exterior

Sarcinile exterioare care incarci structura si genereaza lucrul mecanic pot fi
e forte concentate: {F}z {FX E F, }T,
¢ forte distribuite pe suprafata: {p} = {Px Py P; }T ’
¢ forte masice distribuite In volumul V: {g}= {g x 8y gZ}T .

Admitand o crestere liniara a sarcinilor, cu deplasarile punctelor de aplicatie ale

T . . . .
acestora {0} ={u v w} , expresia lucrului mecanic exterior este

L=[{8)" {p}dA+ [{8)" -{g}dv +{8)" {F}). @
A \'%
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Energia potentiali de deformare
Energia potentiala de deformare specificd, In cazul structurilor cu stari de

tensiune unidimensionald cu comportare liniara, are expresia

leﬁ
2

si reprezinta energia acumulatd de unitatea de volum Tn urma deformarii.
Volumul elementar dv al unei structuri spatiale acumuleaza energia potentiald

de deformare data de relatia

aW = (01" {eldv = (&) - {oldv =2 e} - feldv. @)

In situatia in care exista stiri initiale de tensiune {60} si stari initiale de

deformare {80}, se utilizeaza relatia

W= I(%{E}TE'{8}+{8}T{Go}—{8}TE-{80 }jdv. 4)
v

Principiul lucrului mecanic virtual (deplasarilor virtuale)

Deplasarea virtuald este deplasarea cu valoare foarte mica, cu directia §i sensul
arbitrare. Totalitatea deplasarilor virtuale continue, care satisfac conditiile limita
geometrice, formeaza cdmpul deplasarilor geometrice admisibile.

Sintetic, principiul lucrului mecanic virtual se exprima astfel: pentru un corp
deformabil incdrcat exterior, si cu anumite conditii de frontiera (limita), lucrul
mecanic virtual al incarcarilor exterioare este egal cu lucrul mecanic virtual interior
(energia de deformare), pentru orice camp de deplasari virtuale, geometric admisibile.

Principiul exprima legatura existenta dintre solicitdri si fortele interioare pentru
asigurarea unui echilibru stabil, respectiv corelatiile dintre deplasarile nodurilor si
deformatiile corespunzditoare ale corpului pentru a satisface conditiille de
compatibilitate.

Forma sintetica a acestui principiu este
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dL’ =dw*,
sau dupa Inlocuire

[(8°)- (oA + [18)T - {g)dv + {8} (F) =% [e")" {oldv. )
A v v

Teorema energiei potentiale

Potentialul total (energia potentiald totald) IT al unui sistem elastic deformabil

se obtine insumand energia potentiald de deformare W si energia potentiald a fortelor

exterioare Wp. Intre lucrul mecanic al fortelor exterioare L si energia Wp al acestora

exista relatia
L= —WlD .
Astfel, expresia potentialului total, IT este
I[I=W-L (6)
unde
IT este o functionald in sens matematic (functie de alte functii);
W este energia potentiala de deformare elastica;

L este lucrul mecanic al fortelor exterioare.

Tinand cont de expresiile energiei de deformare si a lucrului mecanic exterior

relatia (6) devine:

1= [ 3605 e e o 01 o

— (81" {p)dA - [(8)T(glav—{8)T{F} . (D)
A A%

Teorema energiei potentiale minime se poate enunta astfel: dintre toate
cdmpurile deplasarilor geometric admisibile ale unei structuri stabile care respectd

conditiile limitd, numai cele pentru care energia potentiala are o valoare stationard

(minima) corespund pozitiei de echilibru.
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Pentru intreaga structurd emnergia potentiala sau potentialul este suma

potentialelor elementlor finite. In cazul unei structuri divizate in n elemente finite

H:ZHi . (8)

§1.4 METODE NUMERICE PENTRU ANALIZA
CU ELEMENTE FINITE

Dintre metodele numerice eficiente n analiza cu elemente finite, vom prezenta in
cele ce urmeaza metoda Ritz si metoda Galerkin, exemplificate prin programe realizate

in MathCAD si MATLAB.

Metoda Ritz

In 1908, W. Ritz a propus o metodd simpld si efectivi pentru rezolvarea
problemelor la limitd, avand o formulare variationald. Se stie cd rezolvarea unei ecuatii
diferentiale intr-un anumit domeniu si satisfacdnd anumite conditii la limitd este
echivalentd cu gasirea minimului unei anumite functionale corespunzatoare, exprimata
cu ajutorul unei integrale unidimensionale sau printr-o integrala multipla.

De exemplu, minimizarea functionalei

t d
J. F x,y,—y dx (1)
dx
a
constd in a determina o solutie aproximativa a problemei variationale de forma

Yo (x) =D 0@ (%), @)
k=1

functiile care apar satisfacand conditiile la limita impuse.
Specific pentru metoda elementelor finite este faptul cd minimizarea se face pe
subdomenii ale domeniului studiat, denumite elemente finite, legate intre ele in puncte

numite roduri. Ca urmare a minimizarii functionalei in toate elementele finite in care a
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fost Tmpartit domeniul si asamblarii pe tot domeniul a efectelor obtinute pe elementele
finite, rezultd un sistem de ecuatii algebrice prin a carui rezolvare se determina valorile
functiei studiate in noduri. in scopul minimizarii functionalei pe elementele finite ale
domeniului analizat, functia sau functiile necunoscute, continue pe tot domeniul, sunt
aproximate printr-un set de functii conventionale, continue numai pe cuprinsul
elementelor finite.
In cazul conditiilor omogene y(O)z 0, y(l)z 0, functiile coordonate @ (X)
pot avea, de exemplu, forma
¢ (x) = (l—x)xk
sau
¢y (x) = sin(kmx) .

Exemplu. Sa se determine minimul functionalei

1

1(y)= [y )P+ 32 + y(x)]ox

0

in multimea functiilor polinomiale de gradul 2 care se anuleazd in x =0si x = 1.

Rezolvare analitica
Datorita conditiilor la limitd, pentru aplicarea metodei lui Ritz vom considera

familia de functii
n
¥a(x)= 2 ex(1-x), 3)
k=1

unde @ (X) = Xk(l - X), k=1.2,....,n, reprezintd un sistem complet de functii care
verifica conditiile la limita impuse.
Scriind ca functia y,, realizeazd minimul functionalei,

1

e, = ]| ( GIF (5 P+, 0

0
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vom obtine pentru constantele ¢, , k =1,2,...,n, sistemul de ecuatii

o, k=Tn, @
dcy
adica
1 "
0 0 0
j 2yn‘ay“+2yn‘ay“+(_9y—Il dx =0. (5)
0 Ck Ck  OC

Tinand seama de (3) calculam

ya(x)= Y e I[k(1 - x)-x]
k=l ©6)

% = xk_l[k(l—x)—x] , ay_n = xk(l—x)
aCk aCk

Pentru n =1 avem yl(x)z CIX(I—X) si substituind aceasta expresie in relatia

(5) rezulta

1
j[zcl(l— 2x )2 +2¢x2(1-x)* + x(1— x)]dx =0, (7
0

de unde se obtine coeficientul ¢; =—0.228.

Aproximanta de ordinul unu are expresia y; (x)=—-0.228x(1-x).

Rezolvare numerica in MathCAD
Urmatorul program gaseste aproximanta de ordinul unu a functiei care

1
’ 2 2
minimizeaza functionala J [(y () +y(x)” +y(x )LX .
0

ORIGIN =1

Se alege functia:

yv(x) =x-(1—-x)

li , Is = capetele intervalului de cautare

n = numarul de rulari
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eps = precizia
ritz (1i, 1ls,n, eps) := |while |1i-1s| >eps

for iel. n

cki<—11+(ls+ii)(i—l)

n

x«0,0.001.. 1

minim_int « 10
for indexe l. n
if int, <minim_int
index

minim_int < int,
index

poz_min ¢« index

1i ¢« ck if poz_min > 1
poz_min—l

1i « ck1 if poz_min = 1

ls < ck if poz_min <n
poziminJrl

1s « ckn if poz_min =n

(ck int minim_int poz_min )

Valorile constantei Valorile functionalei

ek =itz (205,05, 10, 107 5)1,1 func =ritz(-05.05. 10, 10 5)1 B

1 1
1 -0.227292190269266 1 -0.018939393800498
2 -0.227289216755906 2 -0.018939393839696
3 -0.227286243242546 3 -0.018939393872411
4 -0.227283269729186 4 -0.018939393898641
5 -0.227280296215826 5 -0.018939393918388
6 -0.227277322702466 6 -0.018939393931651
7 -0.227274349189106 7 -0.018939393938429
8 -0.227271375675745 8 -0.018939393938724
9 -0.227268402162385 9 -0.018939393932535
10 -0.227265428649025 10 -0.018939393919862
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Minimul functionalei

minim:=ritz (—0.5, 05,10, 10 5)1 .3
minim =-0.018939393938724

Pozitia minimului
poz_minin =ritz(-05, 05,10, 109, 4
poz_minim =8

Valoarea constantei care realizeaza minimul
ck_fin = Ckpoz_minin

ck_fin =-0.227271375675745

Metoda Galerkin
Metoda Galerkin este bazatd pe formula reziduului ponderat. Pentru prezentarea
metodei vom utiliza, de data aceasta, notatiile sintetice
Au=f , in Q ®)
Bulyo=0
unde A este un operator diferential liniar, iar B este operator frontiera.
Pentru determinarea solutiei aproximative a ecuatiei, necunoscuta u se

aproximeaza cu o combinatie de functii de incercare
n
U(x) =) a®;(x) 9)
=l

ai carei coeficienti a; se deduc din sistemul

[V (Au-)dQ+ [vi Budo=0. (10)
Q oQ

Aici v; si v; sunt functii test convenabil alese, cum ar fi v; = v; = ;.
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Astfel de solutii aproximative au fost considerate de matematicianul B. G.
Galerkin (1878-1945). Facem observatia ca sistemul (10) se poate utiliza chiar daca
operatorul A este neliniar.

O realizare efectiva a metodei elementului finit se obtine din schema de mai sus

alegand functiile ®; si v din subspatiul V al lui

v={ue H' (0, | u(0)=0 |

construit din functii segmentar liniare.
Fie grila (diviziunea)
0=xp<x;<...<x, =1,
care divide  in elementele e =(xX_;,X;) de lungimi hj si fie h= maxhj. Vom
impune ca elementele U ale lui V sa fie continue pe [0, l], liniare pe fiecare element
e;j si U0)=0.

Functiile Ue V pot fi descrise prin valorile lor u i pe noduri. Avem

U(x):al¢1(x)+...ancl>n(x), (11)
unde
1, X =X;
0, X =Xy #X]
X_Xj—l
<I>j(x)= T, xe(xj_l,xj) (12)
j
X I_X
J}: > XE(XJ',XJ'H)
j+l
0, xeek#j,j+1
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Deci functiile de baza ® j iau valoarea 1 pe nodul corespunzétor X, valoarea 0
pe celelalte noduri si sunt segmentar liniare pe fiecare interval €, . Evident,
U(Xj) = a; pentru fiecare j=1L..,n.

Practic, metoda clasica Galerkin de tip element finit poate fi formulatd in felul
urmator:

Sé se giseascd U € V astfel incat

(U=f)v;, dx=0, Vv ,eV. (13)

S —_— —

Cum U(x) are forma (11), alegdnd in v, = ®; pentru i=1,...,n, se obtine
sistemul

n 1

ZJ.CDE(X)CIDi(x)ajdX = jf(x)@i(x)dx , 1=1..,n(14)

=lo
sau scris matriceal
[KIa]=[F]. (1)
Elementele K;; ale matricii [K] pot fi usor calculate (in cazul general ele se
calculeaza asambland valorile de pe fiecare element).
Se obtin coeficientii

X Xit1

K, =(®], d,)= A X=X g s J' __I.dezo,
X hi h; X: hi+1 hi+1
i-1 i
si
1 ox—x 1
— 4 — - . n—1 = —
K,y = (@), @,)= | S dx =
Xn-1
in plus, pentru i =1,...,n —1 avem
X:
, - =1 X—X;_ 1
Ki ;= (], )= P =l dx = 5
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Xi+1
Kis1i = (@}, @)= J. —

Xi

Matricea [K] are In final forma

0o 1 0 0 .. 0
-1 0 1 0 0
I
0 0 .. -1 0 1
0O 0 ... 0 -11

In ceea ce priveste calculul lui [F], cu ajutorul unor formule de cuadratura

simple (de exemplu formula trapezului), se obtine pentru i =1,...,n —1

e VX Xict o fre\Kie =X fih;  fihiyy
E=(f,®)= Jf(X)TdX+ jf(x, dx =i 4

< i : hiy 2 2
si
f - f.h
F,=(f, @)= [f(x)*—"ttldx=-2n
o h, 2

1
de unde, daca alegem o grila uniforma hi =h=—, [F] respectiv sistemul (15), devin
n

f, 0 1 0 0 .. 0)a f,
f, -1 0 1 0 .. 0fa, f,
[Fl=h G, Lo b o b 0ay [ 6
: 2| : . . .o : :
£, 0 0 .. -1 0 1]°: £,
f,/2 0 0 ... 0 -1 1)a, f,/2

Metoda lui Galerkin este absolut generald. Ea se poate aplica cu succes la ecuatii
de tipuri diferite: eliptice, hiperbolice, parabolice, chiar daca ele nu sunt legate de

probleme variationale, ceea ce reprezintd un avantaj fatd de metoda lui Ritz. Totusi,
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pentru aplicatii legate de probleme variationale, ea se gaseste intr-o interdependenta
stransa cu metoda lui Ritz, iar Tn multe cazuri este echivalenta cu aceasta din urma, in
sensul cd ambele conduc la aceeasi solutie aproximativa.

In continuare, prezentam cateva exemple.

Exemplul 1. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
u=1, xe [0, l],
care satisface conditia initialau(0) =0.
Rezolvare analitica

Consideram n =3 si diviziunile echidistante 0, 1/3, 2/3, 1. Functiile de

baza sunt
?, X€|:0,1jl 1
- 3 0, XE|:0,3:|
3 0 xel02
_J3 12} 773 (1 } ] 2
D, (x)= ,XEl——|, P, (X)= ,XE|—,— |, Dy(X)=1,_*%
3 33 : P EY
0, xe (2,1} 1=x xe(z,l} 3
3 1_2 3
3

Formém solutia aproximativa de forma
uaprox = aICI)l (X) + azq)z(x) + a3¢’3 (X) .
Constantele a; se determina din sistemul

[K]A]=[F].

unde
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| 0 1 0 | 1
[Kha-q 0 1 ,[F]:3 1,
0 -1 1 1/2
in forma
0.333
[A]=[K]"-[F], [A]=]0.667
1

Dupa efecturea inlocuirilor rezulta

;P (x) +a, P, (x) +azP3(x)=x,

pentru orice X € [0, 1].

Exemplul 2. S3 se determine solutia ecuatiei diferentiale

ilEzzx,xe[o,l],
dx

care satisface conditia initialau(0) =0.

Rezolvare numericia in MATLAB

clc,clear, format short

disp (' METODA GALERKIN'),disp(' '),
disp(' du(x) /dx=2*x, O<=x<=1, u(0)=0"),disp ("'
n=5,disp ("' '),M=zeros (n);h=1/n;M(n,n)=1;

hf=figure; for i=1:hf, close (i), end,
for i=1l:n,x(i)=1i/n;f(i)=2*x(1i);end

for i=1:(n-1),M(i,1i+1)=1;M(i+1,1i)=-1;end,
T=zeros(n,1l);for i=1:(n-1),T(i)=f(1i);end,
T(n)=f(n)/2;

u=2*h*inv (M) *T;M,disp ("' '), T,disp ("' '),

disp ("’ x u ")

[x',ul

h=figure;plot(x,u,x,x.*x,"'-="', 'linewidth',2.5),grid on

legend('Solutia aproximativa', 'Solutia analitica');

Rezultate
METODA GALERKIN

")
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du(x)/dx=2%x, O<=x<=1, u(0)=0

n=
5
M=
0O 1 0 0 O
-1 0 1 0 O
o -1 0 1 O
00 -1 0 1 i ——
0 0 0 -1 1 : : : : ; : ;
12f-- — Solutia aproximativa |- e
T= ----Solutia analitica ‘ ‘
0.4000 L | g |
0.8000
1.2000
1.6000
1.0000
X u
ans =
0.2000 0.0800
0.4000 0.1600 i R R R
0-6000 04000 DDQ 0.3 04 05 06 07 08 09

0.8000 0.6400
1.0000 1.0400
>>

Exemplul 3. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
du 1

2

= e [0,1],
dx 1+x * [ ]

care satisface conditia initiald u(0) =0.

Rezolvare numericid in MATLAB

clc,clear,disp(' '),

disp(' METODA GALERKIN'),disp(' '),

disp("' du(x)/dx=1/(1+x"2), O<=x<=1, u(0)=0")
diSp(' '), n=3,

M=zeros(n);h=1/n;M(n,n)=1;

hf=figure; for i=1:hf, close (i), end,

for i=l:n,x(i)=1i/n;£(i)=1/(1+x(1i)"2);end,disp ("’ ",
for i=1:(n-1),M(i,1i+1)=1;M(i+1,1i)=-1;end, M,
T=zeros(n,1l);for i=1:(n-1),T(i)=£f(1i);end,
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T(n)=f(n)/2;disp(' '), T,disp(' "),

u=2*h*inv (M) *T;

disp ("’ X u atan(x) '),
[x",u,atan(x) ']

h=figure;plot(x,u,x,atan(x),'--', 'linewidth',2.5),grid on
legend('Solutia aproximativa', 'Solutia analitica');

Rezultate
METODA GALERKIN

du(x)/dx=1/(1+x"2), O<=x<=1, u(0)=0

n:

3

o8

M= /"
01 0
-1 0 1

0 -1 1

0.9000 ] bbbt
0.6923 : ‘ 3 , , i
02500  wEs A s e P

X u atan(x) o — Solutia aproximativa | |
ans = : ----Solutia analitica
0.3333 03051 0.3218 7 4 I Hs s S —
0.6667 0.6000 0.5880 | | i i i i
1.0000 0.7667 0.7854 S A !

>>



CAPITOLUL II
MODEIAREA UNOR PROBLEME PRIN
METODA ELEMENTELOR FINITE

§2.1 SISTEME MECANICE CU RESORTURI

Se considera un sistem mecanic simplu, format din resorturi coliniare, care se
afla sub influenta unor forte exterioare actionind pe directia sistemului de resorturi.
Utilizand metoda elementelor finite, ne propunem sd determindm distributia
deplasdrilor in sistemul de resorturi si reactiunile in pereti. Pentru exemplificarea

acestei probleme se considera cd sistemul este format din patru resorturi, de

caracteristici k;,1=1...4, si este sub actiunea fortelor externe F, =P, F; =Q si

F, =R (Figura la).

. 1 2 3 4 .

I i it 1
Iz Iz Iz Iz

F| s, 25 7 FR Y F

1.11 1.12 L13 L14 u 5

Figura 1a. Sistemul fizic dat.

Pentru a calcula deplasdrile capetelor libere ale resorturilor (up, u; si uy) si

reactiunile provocate de reazeme (F si Fs) se considera modelul analitic, constituit din

1. Ecuatia de echilibru K+E +FK+F +F=0, (1)
2. Ecuatia constitutiva F=k-u, 2)
3. Conditii de limita u,=0 ; us=0. 3)

Vom considera un element finit generic (Figura 1b).
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Figura 1b. Element finit generic.

Sistemul dat se descompune in elemente individuale, numite simbolic elemente
finite. Fiecare element se caracterizeaza prin prezenta unui resort cu un coeficient de

proportionalitate k si a doua noduri marginale (i, j). Pentru fiecare nod se noteaza
variabilele problemei, adicéd fortele nodale E, FJ si deplasdrile u; si u j (Figura 1b).
Pentru obtinerea modelului elemental de comportare se considera ca deplasérile finale
ale nodurilor i si j ale elementului generic se pot obtine prin procedeul de

suprapunere a efectelor.

Principiul suprapunerii efectelor

Cazul a. Se considerd nodul i liber, iar nodul j fixat (Figura 2a).

Figura 2a. Nodul i este liber.

Fie forta E

{, , care actiondnd asupra acestui element produce o deplasare a
nodului i egald cu u; si, deoarece nodul j este fixat, deplasarea u;=0. Aplicand
ecuatiile (1) si (2) pentru acest caz, rezulta

F, +F, =0, @)

E. =ku

1a

i ®)
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i (6)

Cazul b. Se considera nodul 1 fixat (deci u; =0 ) si nodul j liber (Figura 2b).

W=0 Y e
o =
E ! k | I F,

Figura 2b. Nodul j este liber.

Fie forta Fjb , astfel incat sa produca deplasarea nodului j egala cu u i- Rezulta

relatiile
Ep+Fp=0 < F,=-Fp, ™)

Cazul c. Se suprapun cele doud cazuri precedente, astfel ncat sd se obtind

situatia caracterizata prin fortele F ,Fj si deplasarile u; ,u j (Figura 2c.).

| lli | | llj

4—._
K ! ok | . F
-] i

Figura 2c. Ambele noduri sunt libere.

Din relatiile (5), (6) si (8), (9) rezulta sistemul
E =F, +E, =ku; —ku;
F] =Fja +Fjb :_kui +kuJ ’

AR e

(10)

adica
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si care reprezinta relatia forte-deplasari nodale. Aceasta se poate scrie sub forma

k<e> . u<e> — F<e> , (12)

K< = k -k use> = Ui F<e> _ F1
_k k b uj 9 Fj bl

<e> . e . ey .. e .
unde k reprezintd matricea proprietatilor caracteristice ale elementului finit €,

cu notatiile

u reprezinti vectorul valorilor nodale ale deplasarilor, iar F<®” este vectorul
fortelor aplicate la nodurile elementului. Ecuatia (12) constituie modelul elemental de
comportare al sistemul dat. Particularizind acest model pentru fiecare element finit in
parte si raportand la Intreaga configuratie nodald a sistemului, se poate genera intreaga
structura functionald a sistemului mecanic considerat, sau a altor sisteme similare.

In cazul sistemului considerat, se scriu pentru fiecare resort ecuatiile

elementale si se expandeaza (adica se raporteaza la sistemul global de noduri).

Elementul 1
[k, -k, 0 0 O|[u | [F]
-k, k;, 0 0 Of|u)| |E
K -k u F 1 1 us 2
19 1=lal =10 O 0 0 0|0 |=|01;
-k k| |uy] |B
0 0O 0 0O 0 0
| O 0 00 0[O0} [O]
Elementul 2

_ T T 2| T
ky ko ||uz] |B

S O O O O
|
o
N
o
)

o O O O O
o O O O O
o
w
Il
Bes
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Elementul 3
k3 —k3 . u% _ F,;
—k3 k3 uz Fj
Elementul 4

ky

&

—ky
ky

I

u

Us

o O O O©O O

S O O O O

o O O o O

S O O O O
S O O O

0 0
0 0
~k; 0
ky 0
0 0
0 0
0 0
0 0
ky -k,
~ky  ky |

07 [0
0 0
u§= @ ;
ui ﬁ
_O_ _O_
01 To
0 0
0|=0
uﬁ Ff
[us] LFs |

Asambland acum contributia fiecarui element aplicind principiul suprapunerii

efectelor, se obtine relatia

N 0 0 0
-k, kj+k,  k, 0 0
0 | -k, ky+k; —kj 0
0 0 “k; ky+k, —ky4

0 0 0 ks Ky

adica
[k, -k 0 0 0 |
-k, kj+k, -k, 0 0
0 -k, ky+ky; —k; 0
0 0 -k;  ky+k, —ky
0 0 0 -k;  ky |

unde s-a notat

Uy
uh +u3
| u3 +u3
uj +uj

Us

Uy
up
. l.l3

Uy

Us

u2:u12—|—u%, Uj =u%+ug, U4=ui+uj,

, (13)
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E=B+F, BE=F+F, F=F +F.
Ecuatia (13) reprezintd modelul global de comportare a sistemului considerat.

Sintetic, ea se poate scrie astfel

k-u=F, (14)
unde
[k, K 0 0 0 | [y, | 'F |
-k, k+k, -k, 0 0 u, F
k=] 0 -k, ky+k; —k; 0 [, u=|us|, F=|F|,
0 0 -k;  ky+k, —ky4 uy E,
| 0 0 0 ks ky | us F;

iar det(k)=|k|=0.

Conditiile la limita u; =0, us =0 se implementeaza sub forma

10 0 0 0]y [o
0 k +k, —k, 0 0f|lu| [R
0 -k, ky+k; -k; O0]|us|=|F
0 0 ~k; ks+k, 0| |u,| |E
0o 0 0 0 1]|us| [0]

Se observa ca aceastd ecuatie matriceald este echivalentd cu un sistem de 5
ecuatii, in care prima si ultima reprezinta conditiile la limitda u; =0, us =0.

Se impun si conditiile la limitd F, =P, F; =Q si F, =R, sub forma

1 0 0 0 0] [u1 [0
0 k+k, -k, 0 0| uy| |P
0 -k, ky+ks =—k3 O0[|us3[=[Q]. (15
0 0 -k; ks+ks, O |u,| [R
0 0 0 0 1| |us| |O]
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Din acest sistem matriceal se determinad deplasarile u,, us, uy si valorile banale

u, =0,u, =0. Valorile u,, us si uy s-ar putea determina considerand, in locul acestui

sistem matriceal, doar ecuatiile 2, 3 si 4 din sistemul algebric corespunzator.

Ecuatia matriceala (13)

[k, -k 0 0 0 |[u] [F]
-k, k;+k, -k, 0 0 ||u,| |B
0 -k, ky+ky ~—k; 0 [|uy|=|F]|,
0 0 ~k;  ky+ky, —ky||ug| |Ey

| 0 0 0 —-k4 k4 | |us| |Fs]

inlocuind 1n ea valorile cunoscute u,, u;, uy, u;=0, us=0 si fortele P, Q si R

cunoscute, conduce la ecuatia matriceala

[k, -k 0 0 0 1[0 F

-k, k;+k, -k, 0 0 ||u,| |P

0 -k, ky+ky; —k; 0 |-lus|=|QJ,
0 0 -k;  ky+k, —k4||us| [R

| 0 0 0 -k; kg4 || O] |F]

de unde se determina fortele F, si Fs din reazemele sistemului. Aceste doua forte se pot
determina, evident, §i din sistemul algebric format din prima si a cincea ecuatie a
sistemului corespunzator.

Aplicatie. Sa se simuleze un sistem de 4 resorturi in care se cunosc

ki=1,ks=2,k;=3,ks=4,P=10,Q=-20si R=30.

Rezolvare numerici in MathCAD

Varianta 1.
ORIGIN=1

Datele initiale:
kl:=1 k2:=2 k3:=3 k4:=4
P:=10 Q:=-20 R = 30
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Matricea proprietatilor caracteristice:

k1l k1 0 0 0

-kl kl+k2 k2 0 0

K=| O k2 k2 + k3 —k3 0
0 0 —k3 k3+k4 -k4

0 0 0 k4 k4

0o 0 0 -4 4
Impunerea conditiilor la limita:
Kd:=K

Kdj,1:=1 Kdj,2:=0 Kdp,1:=0 Kds ,5:=1

1 0 0 0 O
0o 3 -2 0 O
Kd=|{0 -2 5 -3 0 Fd:=
o 0 -3 7 0
0 0 0 0 1

F:=K-u
0 -3.2
32 10
u=|-02 F=| =20
4.2 30
0 -16.8
Verificare:

F1+F2+F3+F4+F5=0

S w0 "o

Kdg,5:=0 Kds, 4:=0
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Varianta 2.
Acest program permite generalizarea problemei la un numar de n resorturi.
ORIGIN= 1

Numarul resorturilor:
n:=4

Caracteristicile resorturilor:

W N =

4
Fortele care actioneaza:
P:=10 0:=-20 R:=30
Generarea matricei proprietatilor caracteristice:
MK = for iel.. n+1

for jel.. n+1

Kn+l, n+t1 ¢ kn
for tel.. n—-1
Ke+1, t+1 < ke + kg4l

for pel. n

Kp+1, p < ~kp MK=| 0 -2 5 -3 0
Kp, p+1 < —kp o o -3 7 -4
K 0O 0 0 -4 4

Generarea matricei proprietatilor caracteristice impunand conditiile la limita:
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MKd = | MKd « MK
MKdp, 1«1

MKdn11, nt1 < 1

MKdj , 2 ¢ 0 1 0 O
MKdp 1«0 0 3 -2
MKdp, | nt] < 0 MKd=|0 -2 5
MKdp41, n < 0 0 0 -3
MKd 0 0
0
P
Vectorul fortelor: Fd:=| Q
R
0
Calcularea deplasarilor: Calcularea reactiunilor la capete:
u=MKd |- Fd F:=MK- u
0 -3.2
32 10
u=|-0.2 F=| -20
4.2 30
0 -16.8

Verificare:

Fl+F)+F3+F4+F5=0

S O O O

—_
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Rezolvare numerici in MATLAB
Se considera cazul in care forta R = F4 este variabila.

clc,clear, format short,
k1l=1; k2=2; k3=3; ki4=4;
F2=10; F3=-20; F4=30;
% matricea proprietatilor caracteristice
M=[kl+k2 -k2 0; -k2 k2+k3 -k3; 0 -k3 k3+k4];
% vectorul fortelor
F=[F2;F3;F4];
% vectorul deplasarilor
De=inv (M) *F;
nr=15
for i=l:nr
F(i,1)=[F2];
end
for i=l:nr
F(i,2)=[F3];
end
for i=l:nr
F(i,3)=-30+9*(i-1);
F4(i)=F(i,3);
end
disp(l***V)
for i=l:nr
De=inv (M) *[F(i,1) F(i,2) F(i,3)1"';
u2(i)=De(1l);
u3(i)=De(2);
(1)=De(3);
Fl(i)=-k1l*u2(i);
(1)=—-k4d*ud (i) ;
SF(1)=F1(i)+F(i,1)+F(i,2)+F(i,3)+F5(1i);
end
disp('F1l F2 F3 F4 F5 Suma fortelor w2 u3 u4 ')
for i=l:nr
d(i,1:9)=[F1(i),F(i,1),F(i,2),F(i,3),F5(1),SF(i),u2(i),u3(1i),ud(
i)1;
end
d
plot (F4,u2,F4,u3,'--",F4,u4,'-."',"'1linewidth',3),grid on
legend ('u2=u2(F4)"', 'u3=u3 (F4)"', 'ud=u4d (F4)")
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Se obtin rezultatele:

F1 F2 F3 F4 F5  Conditia u2 u3 u4
de echilibru

4 10 -20 -30 36 0 -4 -11 -9
2.92 10 -20 -21 28.08 0 292 -938 -7.02
1.84 10 -20 -12 20.16 0 -1.84  -7776 -5.04
0.76 10 -20 -3 12.24 0 -0.76  -6.14  -3.06
-0.32 10 -20 6 4.32 0 0.32 -4.52 -1.08
-1.4 10 -20 15 -3.6 0 1.4 2.9 0.9
-2.48 10 -20 24 -11.52 0 2.48 -1.28  2.88
-3.56 10 -20 33 -19.44 0 3.56 0.34 4.86
-4.64 10 -20 42 -27.36 0 4.64 1.96 6.84
-5.72 10 -20 51 -35.28 0 5.72 3.58 8.82
-6.8 10 -20 60 -43.2 0 6.8 5.2 10.8
-7.88 10 -20 69 -51.12 0 7.88 6.82 12.78
-8.96 10 -20 78 -59.04 0 8.96 8.44 14.76
-10.04 10 -20 87 -66.96 0 10.04 10.06 16.74
-11.12 10 -20 96 -74.88 0 11.12  11.68 18.72

In Figura 3 se poate observa variatia deplasarilor in functie de forta F4.

20

DEPLASARI

— 2=02(F4) |
- == u3=13{F4) |

1 i i
=20 0 20 40 G0 an
FORTAF4

Figura 3. Variatia deplasarilor in functie de forta F4.

100
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§2.2 BARA FORMATA DIN TRONSOANE

Se considera o bara dreapta, articulata la ambele capete formata din 4 tronsoane
avand sectiunile A, 2A, A, 3A, si lungimile 2a, 5a, 4a, 6a, solicitate de un sistem
format din trei forte axiale 2P, 3P si P (Figura 1).

Se cere determinarea reactiunilor din nodurile 0 si 4 precum si deplasarile
nodurilor 1, 2 si 3.

U, R -y
I I T -
0 P - -
4 <1 3P P pt
o - K an i — <
23 53 La 6a
|

Figura 1. Bara articulata.

Consideram ipotezele:

* elementul de bard are un comportament linear (se aplicd legea lui Hooke:

E-€¢=0, unde E - modulul de elasticitate , € - deformatia specifica, © - efortul

unitar);

* Incarcarea este datd de forte dirijate in lungul barei §i aplicate in capetele

articulatiilor;
* bara nu suporta forte si deplasari transversale;

* Lungimea L, aria sectiunii A si modulul de elasticitate E al materialului vor

caracteriza integral comportarea elastica a barei - rigiditatea k = E-A / L.
Vom considera un element de bard de sectiune constantd A< de lungime
L%, delimitat de nodurile i si j (Figura 2) pentru care notdm

*u;siu j deplasarile nodurilor i si j;

«E°% i FJ< > fortele nodale elementale din nodurile i si j.
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o o €= ‘ = . j
b ] N; N;

u E:Z:e:- u ‘l L e

Figura 2. Element de bara.

= = = <e> - .. . .
Se observa ca forta nodala Fj corespunzatoare nodului j coincide cu efortul

. . . - <e> - .. -
sectional axial Nj, iar forta nodald E corespunzatoare nodului i este egald cu
efortul sectional axial N;, cu semn schimbat

<e> _
B =N;j

F1<e> — _N

1

(D

N

Exprimand deformatia elementului e, AL;; si fortele nodale E<e> si FJ< ® in

functie de deplasarile nodale u; si u; astfel

N.. [ N. e
ALij =upTu = : <e> : <e> 2)
E-A E-A
rezulta
<e>
Ni — N] — _i(ul _u.),
L<e> ]
E'A<e>
E*” =-N; :?(ui _uj)’ 3)
o> B E . A<C>
K =N; ——?( - ).

Relatia dintre fortele nodale si deplasari (3) poate fi scrisa sub formad matriceala

astfel
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E*7| EA| 1 -—1||u A
Fj<e> - 1> |-1 1 u; ' @

Particularizand acest model pentru fiecare element finit in parte si expandand, se

obtin relatiile

EAL _EAL § g o]t 4 e
L ] [
Elementul 1: L, L, 40 1(=10] (5
0 0 0 0O 0 0
0 0 0 00 0] [o]
L0 0 0 0 0]
[0 0 0 0 O] 01 o]
EA; _EAy 0 0 5 5
L, L, uj K
Elementul 2: | _EAZ EA, 0 0 u% = F22 (6)
L, L, 0 0
0 0 0 00
0 0
0 0 0 o0 o] 7 Lt7-
[0 0 0 0 0. - _ _
0 0
0 0 0 0
EA;  EA, 0l [0
Elementul 3: L, L, 1l [=|B|
0 _EA;  EA, 0 u% F33
Ly Ly 0| |0
00 0 0o o t-
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0 0O 0 0 L
0 0O 0 0 0 0
000 0 o [|°]]°

Elementul 4: 00 0 EA, EAy (l = (l
000 —EAs EAsly | [
i Ly Ly |

Introducem notatiile

u1=u%+u12, u2=u%+u%, uj =U§+U§,

®)

F,=-H). F=F+F.FE =F+F,FE=FK+F, F, =H,.

Prin ansamblare rezulta un sistem de cinci ecuatii cu cinci necunoscute Fy, F4, uy,

u,, U3, Si anume

EA,  EA . . .
L, L,
_EA, EA, BA,  EA, . .
L, L L, L,
. _EA, EA, EA, _EA .
L, L, Lj L;
. . "EA; EA; EA, BA,
L, L, L, L,
. . . "EA,  EA,
L Ly Ly

care poate fi scris sub forma generala astfel

K-6=P,

(]

.u2

Uz

Uy

(10)

9)

unde K este matricea de rigiditate a sistemului, 0 este matricea deplasarilor, iar P

matricea fortelor nodale
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EA, _EA, 0 0 0 |
L, L,
_EA, EA, EA,  EA, . .
L, L L L,
| o _EA EBA, EA;  EA o |
L, L, Ly L;
. . _EA;  EA; BA, _EA,
L, L, L, L,
. . . TEA,  EA,
i Ly L, |
oy C
Uy K
8 = u2 . P= F2 (1 1)
us3 13
| Uy | | Hy |

In formularea matriceald pentru elementul finit, termenii care compun matricea
de rigiditate pot fi interpretati ca fiind coeficienti de influenta care leaga fortele nodale

de deplasarile nodale ale structurii.

Conform definitiei, valoarea unui coeficient de influenta de rigiditate kij este

17313

J s

[7331)
1

valoarea fortei din nodul “i” pe care o induce o deplasare egald cu unitatea Tn nodul
deplasdrile 1n celelalte noduri fiind O (blocate), elementul ramanéand in echilibru.

Prin efectuarea inlocuirilor se obtine

L1 95 0o o
2 2 i} -
L A ~Ho
L 20 s U, 2P
EAaloy 22 B 1o lly = -3 | a2
a 5 20 4
1 3 1| |us| | -P
o 0 -=- 2 =
4 4 2| lug] [ Hy |
o 0o o -+ 1
i 2 |
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Dacé se introduc conditiile la limitd uy =u, =0 si se elimind din ecuatia
matriceald liniile 1 §i 5 corespunzétoare reactiunilor necunoscte Hy §i Hy, respectiv
coloanele 1 si 5 corespunzitoare deplasarilor nule uy =u, =0, rezultd urmatoarea

ecuatie matriceala

2 2
RN IR
EAl_ 2 B il =) -3p|. (13)
a 5 20 4 p
wl |-
o 13|l
L 4 4]

de unde vectorul deplasarilor necunoscute este

u, 1619 1143 03817 [ 2P [-0571
uy |=——|1.143 2.571 0.857|-|—-3P =a—A —6.284|. (14)

EA E
uj 0.381 0.857 1.619|| —-P —3.428

Din sistemul (12) se pot determina reactiunile astfel
1 1
U —5u; =-Hy

2 2 (15)

- 1
—uz+—uy,=H
5 Uat5 4
Stiind conditia la limita uy =u, =0 se pot determina reactiunile
Hy,=-0.285, H, =1.714.

Observatie: Problema se poate generaliza considerand ca cilindrii nu au acelasi
modul de elesticitate.
Observatie: Pentru determinarea reactiunilor si a eforturilor axiale pe cale

analiticd vom forma un sistem cu ajutorul urmétoarelor doua ecuatii
_HO +2P—3P—P+H4 :0,
AL=AL; +AL, +AL;+AL, =0,

unde
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_Ho L

AL, ,ALZZ(HO_E&,A%:M

3 AL, = el

Deci avem doua ecuatii cu doud necunoscute, iar dupa efectuarea calculelor vor
rezulta reactiunile

Hy=-0.2857P, H, =1.7143P.
Eforturile axiale pe fiecare tronson sunt

N,3 =Hy—2P+3P=0.7143P, N;, =H, =1.7143P.

Rezolvare numerici in MathCAD

Varianta 1.
Ap:=1 Ap:=2 A3z3:=1 Ag:=3
a=1 E=1 P:=1
L1:=2a Lp:=5a L3y:=4a Lg:=6a

Matricea de rigiditate a sistemului, redusa:

[(B-81) Lo+ (B-Bg)- 11 ~(&-ng) . ]
Li-L2 L2
. ~(E-2y) (E-ap) 13 +(E-A3) Ly ~E-23)
; Ly Lp:L3 L3
; ~(E-23) (E-A3) Ly +(B-Ag) 13
L L3 Lg- L3 ]
0.9 -0.4 0 1.619 1.143 0.381
k=|-0.4 0.65 -0.25 K T=|1.143 2.571 0.857
0 -0.25 0.75

0.381 0.857 1.619
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Calcularea deplasarilor:

ul 2P
-1
uz |=%k | =3P
us -P
up =-0.571
up = —6.286
uz =—3.429

up:=0 ug:=0

Determinarea reactiunilor la capete:

—up w —u3  ug
Hp = —— + — Hy=—— +—
0 2 2 4 2 2
Hp =—0.286 Hy=1.714

Determinarea eforturilor axiale:

Np1 = Hp Npp =—-0.286
N1p = Hg — 2P N1p, =—-2.286
Np3 = Hg — 2P + 3P Np3 =0.714

Ng3 :=Hy Ng3z3 =1.714

Varianta 2.

Formularea prezentata utilizeaza calculul simbolic.

ORIGIN=1

Sectiunile: Lungimile: Fortele axiale:
Al = A L1l:=2a Fl := 2P
A2 == 2A L2 :=5a F2 := -3P
A3 = A L3 :=4a F3 :=-P

A4 = 3A L4 :=6a
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Matricile caracteristice elementale:

E-A E-A 0 0 0 0 0 O
2a 2a E-2A E-2A
0 0 O
E-A E-A 5a 5a
— 0 0 O
kll:= 2a 2a kl2:= E-2A E-2A
0 0 O
0 0 0 0 O 5a 5a
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0O 0 O 0 0
0O 0 0 0 0 0O 0 O 0 0
E-A E-A 0O 0 O 0 0
0O O — 0
kl13:= 4a 4a kl4:= E-3A E- 3A
0 O
E-A E-A 6a 6a
0O 0 -
4a 4a E-32 E-3A
0 O
0 0 0 0 0 6a 6a
Matricea de rigiditate a sistemului:
kl:=k11+kl1l2+k13+k14
A-E A-E
— 0 0 0
2-a 2-a
A-E 9-A-E 2-A-E
0 0
2-a 10-a 5-a
2-A-E 13-A-E A-E
k1l —> 0 0
5-a 20-a 4-a
A-E 3-A-E A-E
0 0
4-a 4-a 2-a
A-E A-E
0 0 0 —
2-a 2-a

k = submatrix(kl, 2, 4,2, 4)

. -1
invk:=k
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9-A-E 2-A-E 0 34-a 8-a 8-a
10-a 5-a 21-A-E  T7-A-E  21-A-E
2-A-E  13-A-E A-E 8-a 18-a 6-a
k — invk—
5-a 20-a 4-a 7-A-E 7-A-E T-A-E
0 A-E 3-A-E 8-a 6-a 34-a
4-a 4-a 21-A-E 7-A-E  21-A-E
Calcularea deplasarilor:
4-P-a
7-A-E
2P
44-P-a
u(a,A,P,E) =invk-| =3P u(a,A,P,E) | ——
7-A-E
-P
24-P-a
7-A-E
u0=0 wul:=u(a,A,P,E)7 u2:=u(a,A,P,E)>
ud:=u(a,A,P,E)3 u4:=0
4-P-a 44-P-a 24-P-a
ul - — 2= - u3 —» —
7-A-E 7-A-E 7-A-E
Determinarea reactiunilor la capete:
—u0 ul 2:-P-a
HO = —— + — HO — —
2 2 7-A-E
—-u3 u4d 12-P-a
H4 = —— + — H4 —
2 2 7-A-E

Rezolvare numericia in MATLAB

Se analizeaza cazul in care fortele axiale sunt variabile, depinzénd de valoarea
parametrului P, fortele axiale care solicita structura fiind 2P, 3P si P.

clc,clear,
format short g,

Al=1; A2=2; A3=1; A4=3;
a=1l; E=1,; P=1;
Ll=2*a; L2=5*a; L3=4%*a; L4=6*a;

% matricea de rigiditate a sistemului redusa
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k(1,:)=[
k(2,:)=I
(E*A3) /L3];
k(3,:)=[0 ;-(E*A3)/L3; ((E*A3)*L4+(E*A4)*L3)/(L4*L3)];
k
% vectorul fortelor
Fl=2*P; F2=-3*P;F3=-P;
F=[F1;F2;F3];
nr=20;
for i=l:nr
Pvar (1)=P+10* (i-1);
end;
for i=l:nr
Fl(i)=2*Pvar(i);
F(i,1)=F1(1i);
end
for i=l:nr
F2(i)=-3*Pvar(i);
F(i,2)=F2(1i);
end
for i=l:nr
F3(i)=-Pvar(i);
F(i,3)=F3(1);
end
disp("' ")
% calcularea deplasarilor
for i=l:nr

((E*Al) *L2+(E*A2)*L1)/(L1*L2); —-(E*A2)/L2 ;0];
—-(E*A2)/L2; ((E*A2)*L3+(E*A3)*L2)/(L2*L3); -

Dep=inv (k) *[F(i,1) F(i,2) F(i,3)1"';
ul (i)=Dep(1);
u2 (i)=Dep(2);
u3 (i)=Dep(3);
end
disp('P F1=2*P F2=-3*P F3=-P ul u2 u3 ')

for i=l:nr
rez(i,1l:7)=[Pvar(i),F(i,1),F(i,2),F(i,3),ul(i),u2(i),u3d(i)];
end

rez

plot (Pvar,ul,Pvar,u2, '--',Pvar,u3, '-."', 'linewidth', 3)

grid on

legend('deplasarea ul', 'deplasarea u2', 'deplasarea u3')

in urma ruldrii, se obtin rezultatele:
k =
0.9 -0.4 0
-04 0.65 -0.25
0 -0.25 0.75
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P  F1=2*P F2=-3*P F3=-P ul u2 u3
rez =

1 2 -3 -1 -0.57143 -6.2857 -3.4286
11 22 -33 -11  -6.2857 -69.143  -37.714
21 42 -63 -21 -12 -132 =72
31 62 -93 -31  -17.714  -194.86 -106.29
41 82 -123 -41  -23429 25771 -140.57
51 102 -153 -51  -29.143  -320.57 -174.86
61 122 -183 -61  -34.857  -383.43  -209.14
71 142 -213 -71  -40.571 -446.29  -243.43
81 162 -243 -81  -46.286  -509.14  -277.71
91 182 -273 -91 -52 -572 -312

101 202 -303 -101  -57.714  -634.86  -346.29
111 222 -333 -111 -63.429  -697.71  -380.57
121 242 -363 -121  -69.143  -760.57  -414.86
131 262 -393 -131  -74.857 -823.43  -449.14
141 282 -423 -141  -80.571  -886.29  -483.43
151 302 -453 -151  -86.286  -949.14 -517.71
161 322 -483 -161 -92 -1012 -552

171 342 -513 -171  -97.714  -10749  -586.29
181 362 -543 -181  -103.43  -1137.77 -620.57
191 382 -573 -191  -109.14  -1200.6  -654.86

-200

-400

-600

-800

DEPLASARI

=== deplasarea ul
-1000 - =@ deplasarea u2
=== deplasarea u3

-1200 -

L 1 L | 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Valoarea lui P

-1400 ‘ ‘ i ‘
0

Figura 3. Influenta parametrului P asupra deplasarilor nodurilor.



2.3 - Structuri plane 57

§2.3 STRUCTURI PLANE

Studiem in continuare comportarea unei structuri plane. Discretizarea unei
structuri plane se face in mod direct prin descompunere in elemente finite (Figura 1a).

Figura 1a. Structura pland.

Presupunem ca in aceasta structurd plana barele ce o formeaza sunt solicitate
numai axial, fapt ce conduce la reprezentarea lor cu elemente finite unidimensionale,
cu doud noduri (Figura 1b).

Modelul analitic trebuie sa surprindd fenomenul deformarii sub actiunea fortelor
exterioare. Acest model contine relatiile de definitie ale efortului unitar normal o si al
deformatiei specifice €

c=P/A, e=Al/l, (1)
unde G este efortul unitar normal, P - forta axiald exterioara, A - sectiunea
transversala a barei, € - deformatia specifica, ¢ - lungimea initiald a barei si A/ -

deformatia totald a barei sub actiunea fortei axiale P .
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o

0 X

Figura 1b. Element finit sub actiunea solicitdrilor exterioare.

Relatiile anterioare au un caracter general si sunt valabile pentru orice material.
Pentru a putea individualiza comportarea unui anumit material sub actiunea
solicitarilor exterioare trebuie sa includem 1n modelul analitic si o lege constitutiva, sau
de material. Aceasta este legea lui Hooke, care aratd ca in cazul unei bare solicitate
axial, atat timp cat fortele exterioare nu depasesc o anumita limita, eforturile unitare in
bara sunt direct proportionale cu deformatiile specifice

c=E-¢, 2)
unde E reprezintd modulul de elasticitate (modulul lui Young ).

Sa consideram un element finit oarecare e al acestei structuri §i sd notam
nodurile lui cu i si j. Fortele exterioare sunt notate cu F<°” iar cele axiale generate la
nivel elemental cu P~ .

Deplasarile nodurilor in raport cu pozitia lor initiala sunt notate cu u . Fortele

F<¢ si deplasarile nodale u=® se pot reprezenta prin componentele lor de-a lungul

axelor de coordonate, dupa cum se vede in Figura 2.
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Figura 2. Componentele fortelor si deplasarilor nodale.

Rezultda urmatoarele relatii, raportate la un element finit

in
<e>
<e> 1
F = =

J

Fyi
F. FXJ-
L ij i

<e>
Uy
<e>
<e> | W | Yyi @
Uj Uxj
Uyj

Sa consideram deplasarea din nodul i, cu componentele sale (Figura 3)

Figura 3. Componentele deplasarii U; din nodul i.
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Se poate observa ca deplasarea nodului i are expresia

U; =u,;cosB+uy;sinb.
In mod analog, pentru nodul j, deplasarea se scrie

uj=u,;cosf+uysin.
Sub actiunea fortelor exterioare, elementul finit se deformeaza axial cu marimea

Al=u;—u;=(uy—uy)cos0+(uy;—uy)sinb. (5)

Introducand aceasta in expresia deformatiei specifice € si folosind relatiile (1) si
(2), se obtin relatiile

c=P/A,0=E-e, e=Al//,
P Al

c=—=E-e=E—,
A 4

P E (Uyj—uyi)cosO+(uy; —uy;)sin®

A / ’

de unde rezulta expresia fortei axiale

Pz%[(uxj—uxi)cos6+(uyj—uyi)sin 6] : (6)

Proiectand forta axiald pe directia axelor de coordonate rezulta

E,; ~ [—Pcos® ]
<e> .
o 1 I 0 B S )
F, E Pcos6
E; Psin©

Introducand (6) in (7), rezulta
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<e>
_%[(uxj—uxi)cose+(uyj—uyi)sinG]cose )
oo _ —%[(uxj —Uy; )cosG+(uyj —Uy; )sin 0]sin O ®
%[(uxj—uxi)cosﬁ+(uyj—uyi)sinG]cose
EA

—[(uxj —Uy; )cosG+(uyj —Uy; )sin 0]sin O

Aranjand termenii astfel incat sa fie individualizate componentele deplasarilor

nodale, rezulta

2 A 2 A <e> <e>
cos“ 6 sinBcos6 —cos“®  —sinBOcosO Uyj
p<e> :% sinBcos6 sin” @ —sinBcos®  —sin’ 0 Uy )
1 —cos’®  —sinBcos cos> 0 sinBcosO Uyj
—sinBcos®  —sin’ O sinBcosO sin @ Uy,

Introducand termenul 7 in interiorul matricei patratice si utilizind o notatie

adecvata, se obtine

kxi,xi kxi,yi kxi,xj kxi,yj e Uy = in =
vixi Kyiyi Kyixj Kyiy uyi || (10)
kxj,xi kxj,yi kxj,xj kxj,yj uxj FX_]
Kyixi Kyiyi Ky Ky uyj K
sau sintetic
k<e> . u<e> — F<e> (11)

Ecuatia (11) reprezintd ecuatia matriceald elementald care descrie comportarea

unui element finit e oarecare apartinand unei structuri date, sub actiunea fortelor

. <e> . .. e . v e g
exterioare. Termenul k al acestei ecuatii reprezintd matricea de rigiditate (sau

>

matricea caracteristicd) pentru elementul e, termenul u~%> este vectorul deplasarilor

nodale, iar F<°” este termenul liber al ecuatiei sau vectorul fortelor. Ecuatia (11)
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constituie nucleul de baza in obtinerea modelului global cu elemente finite care sa

descrie comportarea intregii structuri date.

Aplicatie. Se considerd o structurd plana formatd din doua bare articulate ca in
Figura 4.

Barele au fiecare o lungime ¢/ =1m si o sectiune transversala A =1 cm?.

Modulul de elasticitate este E =2-10!! iar forta exterioard care solicitd

1’1’12
aceasta structurd este R, =10000N , avand directia si sensul conform figurii

alaturate.

300°

Figura 4. Structura pland cu doud elemente.

Discretizarea structurii se face prin descompunerea ei in elementele componente
si identificarea fiecarei bare cu un element finit liniar cu doud noduri (i, j), dupa cum se
vede 1n Figura 2.

Aplicam modelul elemental fiecarui element finit si 1l expandam.

Modelul numeric elemental este
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. A <e> <e>
cos’® sinBcosO —cos’®  —sinBcosd Uy
e _ EAJ sinBcos6 sin’0 —sinBcos®  —sinb | Yy (12)
(| —cos?® —sinBcosd cos’ 0 sinBcosO Uy;
—sinfcos®  —sin’O sinBcosH sin” 0 Uyi
unde
F'T = IF)I(I F>1,1 FiZ F;,ZJ, pentru elementul 1,
T = IFX22 F}%z FX23 F}%J, pentru elementul 2,
0=135" pentru elementul 1 si 6 = 225" pentru elementul 2.
Elementul 1:

1
05 -05 -05 05][uy]| |Fa
2.10'.104|-05 05 05 -05||uy| |Fy

1 ~05 05 05 -05||un]| |F,
0.5 -05 05 05 |[up| |F,

Expandénd acest model la intreaga structurd analizata se obtine

_ N |
1 =1 =1 1 0 0]fuy,] |Fx
1 1 1 -10 0||uy| [Fy
11 1 =10 0||u 1
107 | =Bl a3

o=l =1 1 0 0f|upn| (g

y2
00 0 0 00]|ug| |
[0 0 0 0 0 0ffus] |

Elementul 2:

05 05 -05 -05][ux] [E,
210107 05 05 -05 -05||uy | |
1 -05 -05 05 05 ||ug| |F4
-05 =05 05 05 ||ugs| [F4
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Expandand acest model la intreaga structura analizata rezulta

00 0 0 0 O0[uy] [0]
00 0 0 0 0]|uy 0
00 1 1 -1 —1{|u F2
107 Bl I O

00 1 1 -1 —1||up,| [Fp
00 -1 -1 1 1]||ug]| |F4

2
00 -1 -1 1 1]|us]| |Fj]

Asambland cele doud elemente finite utilizind expresiile (13) si (14) se obtine

modelul numeric global al structurii date

1 =1 -1 1 0 0]]|uy F,
-1 1 1 -1 0 0|]|uy F,
o7 -1 1 2 0 -1 -1j|uo| |Fo is)

1 -1 0 2 -1 —1||uyn| |Fp»
0 0 -1 -1 1 1]|uy| |Eg3
(0 0 -1 -1 1 1]|us| |Rs]

unde

E

X

E

X

ol ol
1=Fu. Fi=F,,

a2 CHl L2
2 =Fo+E,, Ky =F,+F;,

E

_2 _2
x3 _Fx3’ FyS _FyS'

Coeficientii din vectorul termenului liber sunt

E

X

» =R, c08300° =R, cos 60° =10000-cos60° = 5000,
F, =R,sin300° = —R, sin 60° =-10000-sin 60° = -8660.
Conditiile la limita sunt

pentrunodul 1 :u; =u,; =0,

yl

pentrunodul 3: u,3 =u,3=0.

y3

Sistemul (15) primeste forma
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(1 -1 -1 1 0 0][07] [ Fy |

-1 1 1 -1 0 0f|O F,
L A U B NP I 5000 a6

I -1 0 2 -1 —1||uy,| |—8660

0 0 -1 -1 1 11]]0 F,;

0 0 -1 -1 1 1/ 0] | Ez |

de unde, din a treia si a patra ecuatie se pot determina U,, $i Uy, , iar In continuare,

y2»
din primele doua si ultimele doua, reactiunile cerute din nodurile 1 si 3. A doua metoda
de rezolvare a problemei constd in introducerea fortelor nodale in termenul liber si

implementarea conditiilor la limitd, caz in care ecuatia (16) devine

1 00 0 0 0f]|uy 0
01 00 0 Of]fuy 0
00200 0||u 5000
107 1T = Can
0 00 2 0 0f]fuy —-8660
0000 1 0f|ug 0
00000 1|[us] | 0 |

Rezolvarea sistemului de ecuatii conduce la vectorul deplasérilor nodale

Ui 0
Uy 0
Lo 25-1074 | s
uyy | |-4.33-107*
U3 0
Y3l L 0]

Pentru aflarea reactiunilor din nodurile 1 si 3 introducem vectorul deplasarilor

nodale (18) in ecuatia matriceala (16), rezultand
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1 -1 -1 1 0 o[ o ][ E]
-1 1 1 -1 0 0 0 F,
J-1 1 2 0 -1 -1|| 25107 5000
10 : = , (19)
1 -1 0 2 -1 —1[[-433:10 — 8660
0 0 -1 -1 1 1 0 Fy3
0 0 -1 -1 1 1] o0 || Es |

de unde se obtine vectorul fortelor nodale

E, | [-6830]
F, 6830
E, 5000
F=| " |= . 20
Fo | [-8660 0
F; 1830
| Fy3| [ 1830 |

Se observa ca, deoarece

3 3
D F; =—6830+5000+1830=0 si Y F;=6830-8660+1830=0,

i=l1 i=1

structura plana analizata se afla in echilibru static.
Rezolvare numerici in MathCAD

Se considerd cazul structurii plane anterioare cu doud elemente asupra careia
actioneaza o fortd constanta R2. In continuare se analizeazi cazul in care unghiul fortei

exterioare R2 variaza.

Problema 1. Forta exterioarda R2 este constantd si actioneaza pe structurd sub
unghi constant.
ORIGIN=1

Barele au fiecare lungimea: 1u:=1m
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Sectiunea transversala: A=10"Tm2
Modulul de elasticitate: E=2. 101] N/m?2
Forta exterioar: R2:=10"N
Matricea caracteristica elementala:
cos(0) 2 sin(0) -cos(0) —cos(0) 2 —s1n(0) -cos(0)
E-A | sin(B) -cos(0) sin(0) 2 —sin(0) -cos(O) —s1in(0) 2
Ke(0) I=l—-
v —cos(e)2 —s1in(0) -cos(0) cos(e)2 s1n(0) -cos(0)
—sin(0) -cos(B) —sin(0) 2 sin(0) -cos(0) sin(0) 2

Asamblarea elementului 1:

T
K1l = augment|Ke| 135 - —— |,
180

0O 0 0 0 0 O
K1 := stack| K1,
0O 0 0 0 0 O

Observatie. Functia augment(A, B, C, ...) returneaza o matrice formata prin “lipirea”

S O O O
S O O O

matricelor A, B, C, ... de la stinga spre dreapta.

Functia stack(A , B, C, ...) returneaza o matrice formatd prin “agezarea” matricelor

A, B, C, ... una sub alta.

1x107 —1x10" —1x10" 1x10" 0 0
1x107 1x10”  1x107 —1x107 0 0
k1| -1x10" 1x10" 1x10" -1x10" 0 0

1x107 —1x10" —1x107 1x10’
0 0 0 0
0 0 0 0

(=)
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Asamblarea elementului 2:

0 0 )
0 0
K2 = augment , Ke(225 —)
0 0 0
0 0 ]
000 0 0 0 ]
K2 = stack , K2
[(0 0O 0 0 0 O j |
0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 1x107 1x107 —1x10" —1x10’

K2 =
0 0 1x10" 1x107 —1x10" —1x10’

0 0 —1x10" —1x10" 1x10" 1x10’

0 0 —1x10" —1x10" 1x10" 1x10’

In continuare asamblim elementele structurii date. Matricea de rigiditate a sistemului

este

K: =K1+ K2
1x107 —1x10"  —1x10’ 1x 10’ 0 0
ix10” 1x10”7 1x 10’ “1x 107 0 0
o “ix10” 1x107 2x107 1863x 1070 —1x 107 —1x 10’
1x107 —1x107 1863x10°°  2x107  —1x10" —1x10’
0 0 —1x 10 “1x10” 1x107 1x10’

0 0 _1x 107 “1x107 1x107 1x10’
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0
0
0
T
R2-cos| 60— 3
. o 18 5% 10
Matricea termenilor liberi este: TL := TL=
T 3
—R2-sinl 60— -8.66% 10
180
0
0 0
0
Implementarea conditiilor la limitd in matricea caracteristica:
KL:=K KLj,1=1 KLy 2:=1 KL5 5:=1 KLg,6 6:=1
i=2. 4 KLy, =0 j:=3.. 4 KLy 5:=0
i=3. 4 KL5 3 =0 j:=3.. 5 KLg, §:=0
KL3,1:=0 KL3 2:=0 KLg,1:=0 KLgq,6,2:=0 KL3 6 5:=0
KLg,5:=0 KL3, 6:=0 KLgq ¢g:=0 KL5 :=0 KLp 1:=0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
7 -9
0 0 2x 10 1.863 x 10 0 0
KL =
0 0 183x10°°  2x10° 0
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1
Calcularea deplasarilor:
0
. 25% 104
u = KL -TL u =
—433% 10
0

0
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Calcularea reactiunilor din nodurile 1 si 3:
~6.83x 10°
6.83x 10°
5% 10°
~8.66x 10°

1.83x 10°

1.83x 10°

Problema 2. Studiem cazul in care unghiul o sub care actioneazd forta
exterioard R2 variaza intre 270 si 300 grade.

ORIGIN= 1
Lungimea barelor din structurd: 1u:=1 m

Sectiunea transversala: a=10""m2
Modulul de elasticitate: E:=2. 1011 N/m?

Forta exterioard care solicita structura: R2 := 104 N

Matricea caracteristica elementala:

cos(0) 2 sin(0) -cos(0) —os(0) 2 —s1in(0) -cos(0)
E-A | sin(0) -cos(0) s1in(0) 2 —s1in(0) -cos(0) —s1n(0) 2
Ke(0) :=l—~
“ —cos(e)2 —sin(0) -cos(0) cos(e)2 sin(0) -cos(0)
—sin(0) -cos(0) —sin(e)2 sin(0) -cos(0) si1’1(9)2

Asamblarea elementului 1:

T
K1l := augment |Ke| 135 -—— |,
180

S O o O
S O o O
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[ (0 0 0 0 0
K1l := stack|K1,

K1l =

0
0

0 0 0 0 O

Asamblarea elementului 2:

K2 :

K2 :

K2 =

0

1x107 —1x10" —1x10" 1x10° 0 0
“1x107 1x107 1x10” -1x10" 0 0
“1x107 1x107 1x107 -1x107 0 0
1x107 —1x107 —1x107 1x10" 0 0
0 0 0
0 0 0 00
0 0 ]
0 0 T
, Kel| 225 - ——
0 0 180
0 0 |
000 0 0
K2
000 0 0
0 0
0 0 0 0
1x107  1x10" —1x10’" —1x10’
1x107  1x10" —1x10’ —1x10’
“1x107 —1x107 1x10" 1x10’
“1x107 —1x107 1x10”7 1x10’

0

augment

0
stack
K 0

0
0

0

0

Asamblam intreaga structura:

K: =K1+ K2

y
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1x107 —1x107  -1x10’ 1x 107 0 0
“ix10” 1x10” 1x10’ —1x 10 0 0
- x107 1x107 2x107 1863x 1070 —1x 107 —1x 10
1x107 —1x107 1863x10°°  2x10°  —1x10" —1x10’
0 0 “1x 10 “ix10” 1x10” 1x 10’
0 0 “1x 10 ix10” 1x10” 1x 10’

Termenul liber se poate defini astfel:

TL(a) =

Calcularea deplasarilor:

dep:= | a1 < 270

vdep ¢ KL~ - TL(0t))
for ie€e2.. 10
oy «—270+3-1
U« KL I-TL(oci)

vdep ¢~ augment (vdep, u)
vdep
o

deplasari:=dep;
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o = dep)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
deplasari=|3 0/5.226°10°5(7.822:10°5| 1.04'10-4|1.294:10"4| 1.545:104 | 1.792°10-4| 2.034:10-4| 2.27-10"4| 2.5:104
4 -5:10"41-4.973:104 14.938:10-4|-4.891°104 | -4.83°10-4|-4.755-10~4 [-4.668°10-4 |- 4.568-10~4 [-4.455°10~4 | -4.33-10-4
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i=1. 10

deplasare_ux2 4 :

deplasariiz  j

deplasare_uy2 4 :

deplasarig i

1 1
1 0 1 -5'10-4
2 5.226'10-5 2 -4.973-10-4
3 7.822:10°5 3 -4.938-10-4
4 1.04:104 4 -4.891°10-4
deplasare_ux2 =| 5§ 1.294:104 deplasare_uy2 =| 5§ -4.83:10-4
6 1.545°104 6 -4.755-10-4
7 1.792:104 7 -4.668°10-4
8 2.034:104 8 -4.568:10-4
9 2.27-104 9 -4.455-10-4
10 2.5:104 10 -4.33-10-4

In figurile urmitoare se poate observa influenta asupra deplasirilor din nodul 2, a

unghiului sub care forta exterioara R2 solicita structura.

4

3x10

2.5¢10" 4

w10 4

deplasare_ux2 ; 1.5x10 4

x10~ 4

51072

0
270 275 280 285 290 295 300
o4

Figura 5. Variatia componentei U, , a deplasdrii din nodul 2, in functie de unghiul sub care

actioneaza forta exterioara R2.
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—aax10”?
4

—4.333333x10

— 4.466667x10" * /

deplasare_uy2 ; -—46x1074 /////
— 4 .

—4.733333x10 /
/

— 4.866667x 10" * -
4 _4/
270 275 280 285 290 295 300

o

-5x10

Figura 6. Variatia componentei Uyp a deplasarii din nodul 2, in functie de unghiul sub care

actioneaza forta exterioara R2.

Rezolvare numericia in MATLAB

Se considera cazul unei structuri plane cu doud elemente, asupra careia

actioneaza o forta exterioard R2 variabild, sub unghi constant.

clc, clear, format long,

disp('Structura plana '),

h=figure; for i=1:h, close (i), end,
E=1;A=1;1lungl=1;1lung2=1;

disp ('MODULUL FORTEI R2 VECTORUL DEPLASARILOR NODALE'),

disp(' R2 ux?2 uy2 ')

disp ("’ "),

disp(' "),

disp(' "),

mat=[1 0 0 0 0 0;0 1 0 0 O 0;0 0 2 0 O O;
000200;000010;000001];

matl=[(1 -1 -1 100;-111-100;-112¢0-1-1;
$1-102-1-1;00-1-111;00-1-1117];

nrc=21;

for in=l:nrc

R2(in)=10000+(in-1)*100;Fx2 (in)=R2(in) *cos (pi/3);

Fy2(in)=-R2(in) *sin(pi/3);

w(in, :)=[R2(in) Fx2(in) Fy2(in)]
0

Fr(in, :)=[0 0 Fx2(in) Fy2(in) 0];F=Fr';
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uv=10"(=7) *inv(mat) *F (:,in);u(:, in)=uv;
React (:,1in)=10"(7)*matl*uv; REACTIUNI=React';

vr=[R2 (in) u(3,in) u(4,in)];
var (in, :)=vr;
end
dep(:,1l)=var(:,1);dep(:,2)=var(:,2);dep(:,3)=var(:,3);
dep
var,disp(' '),disp(' '),disp(' "),
disp("' VECTORUL FORTELOR NODALE')
disp(' Fx1 Fyl Fx2 Fy2 Fx3 Fy3 ")
disp ("’ ")y
disp(''),
disp(' '),REACTIUNI

%$deplasari

x=var(:,1);y=var(:,2);
h=figure;plot(x,y),grid on
title('ux2=ux2(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('ux2"'),
x=var(:,1);y=var(:,3);
h=figure;plot(x,y),grid on
title('uy2=uy2(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('uy2'),
x=var(:,1);y=var(:,2);
h=figure;plot(x,y,'+"'),grid on
title ('ux2=ux2(R2)+ uy2=uy2 (R2)*'), hold on
x=var(:,1);y=var(:,3);
plot(x,y,"'*"),

$reactiuni
x=var(:,1);y=REACTIUNI(:,1);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fx1l=Fx1(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('Fx1"),
x=var (:,1);y=REACTIUNI(:,2);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fyl=Fyl(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('Fyl"),
x=var (:,1);y=REACTIUNI(:,3);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fx2=Fx2(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('Fx2"),
x=var(:,1);y=REACTIUNI(:,4);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fy2=Fy2(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('Fy2"'),
x=var(:,1);y=REACTIUNI(:,5);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fx3=Fx3(R2)"'),xlabel ('R2"'),ylabel ('Fx3"),
x=var(:,1);y=REACTIUNI(:,6);
h=figure;plot(x,y, 'linewidth',3),grid on
title('Fy3=Fy3(R2)"'),xlabel('R2"'),ylabel ('Fy3")
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Se obtin rezultatele:

MODULUL FORTEI R2 VECTORUL DEPLASARILOR NODALE

R2

ux2

uy2

dep= 1.0e+004 *

1.000000000000000
1.010000000000000
1.020000000000000
1.030000000000000
1.040000000000000
1.050000000000000
1.060000000000000
1.070000000000000
1.080000000000000
1.090000000000000
1.100000000000000
1.110000000000000
1.120000000000000
1.130000000000000
1.140000000000000
1.150000000000000
1.160000000000000
1.170000000000000
1.180000000000000
1.190000000000000
1.200000000000000

0.000000025000000
0.000000025250000
0.000000025500000
0.000000025750000
0.000000026000000
0.000000026250000
0.000000026500000
0.000000026750000
0.000000027000000
0.000000027250000
0.000000027500000
0.000000027750000
0.000000028000000
0.000000028250000
0.000000028500000
0.000000028750000
0.000000029000000
0.000000029250000
0.000000029500000
0.000000029750000
0.000000030000000

VECTORUL FORTELOR NODALE

Fx1 Fyl

Fx2

Fy2 Fx3

-0.000000043301270
-0.000000043734283
-0.000000044167296
-0.000000044600308
-0.000000045033321
-0.000000045466334
-0.000000045899346
-0.000000046332359
-0.000000046765372
-0.000000047198385
-0.000000047631397
-0.000000048064410
-0.000000048497423
-0.000000048930435
-0.000000049363448
-0.000000049796461
-0.000000050229473
-0.000000050662486
-0.000000051095499
-0.000000051528512
-0.000000051961524

Fy3

-0.6830
-0.6898
-0.6967
-0.7035
-0.7103
-0.7172
-0.7240
-0.7308
-0.7377
-0.7445
-0.7513
-0.7581
-0.7650
-0.7718
-0.7786
-0.7855

0.6830
0.6898
0.6967
0.7035
0.7103
0.7172
0.7240
0.7308
0.7377
0.7445
0.7513
0.7581
0.7650
0.7718
0.7786
0.7855

REACTIUNI = 1.0e+004 *
0.5000
0.5050
0.5100
0.5150
0.5200
0.5250
0.5300
0.5350
0.5400
0.5450
0.5500
0.5550
0.5600
0.5650
0.5700
0.5750

-0.8660
-0.8747
-0.8833
-0.8920
-0.9007
-0.9093
-0.9180
-0.9266
-0.9353
-0.9440
-0.9526
-0.9613
-0.9699
-0.9786
-0.9873
-0.9959

0.203

0.1830
0.1848
0.1867
0.1885
0.1903
0.1922
0.1940
0.1958
0.1977
0.1995
0.2013

0.2050
0.2068
0.2086
0.2105

0.1830
0.1848
0.1867
0.1885
0.1903
0.1922
0.1940
0.1958
0.1977
0.1995
0.2013
0.2031
0.2050
0.2068
0.2086
0.2105

1



2.3 - Structuri plane 77

-0.7923  0.7923 0.5800 -1.0046 0.2123 0.2123
-0.7991 0.7991 0.5850 -1.0132 0.2141 0.2141
-0.8060 0.8060 0.5900 -1.0219 0.2160 0.2160
-0.8128 0.8128 0.5950 -1.0306 0.2178 0.2178
-0.8196 0.8196 0.6000 -1.0392 0.2196 0.2196

Figura urmadtoare prezintd influenta fortei exterioare R2 variabild, asupra

componentelor deplasarilor din nodul 2.

10" ux2=ux2(R2) si uy2=uy2(R2)

2t g : +  ux2=ux2(R2) .
: + uy2=uy2(R2)

oo % 4
* % x4 |
***

ORI S

*
*

6 i I i L I i
1 102 1.04 106 1.08 11 142 114 146 118 12
x10°

Figura 7. Variatia deplaséarilor din nodul 2 1n functie de forta exterioard variabila R2.
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§2.4 STUDIUL DEPLASARILOR UNEI COLOANE SUB SARCINA

Prin coloana se intelege de obicei o bard supusd unei forte axiale de
compresiune. Spre deosebire de structura planad alcatuitd dintr-un numar finit de
elemente componente, in cazul de fatd avem de modelat comportarea unui mediu
continuu, alcatuit dintr-o infinitate de elemente componente. Modelul analitic de baza
are deci un alt continut, reflectdnd 1n esentd ecuatii de teoria elasticitatii. Mai mult de

atat, el se obtine de obicei pe cale variationald sub forma integrala.

(]

a b ¢ d

Figura 1. Coloana sub sarcina.

Conform principiului energiei potentiale minime, pentru coloana aflatd in
echilibru din figura alaturata, intr-un mod simplificat se poate spune ca dacd un corp
elastic aflat sub sarcina este in echilibru in raport cu anumite conditii la limitd si
restrictii geometrice, atunci energia potentiald a corpului deformat va lua o valoare
stationara.

Pentru cazul corpurilor liniar elastice, aceasta valoare este minima,

dn=0, )

functionala T fiind
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n=jlcedV—j ﬁudV—j Tuds, )
V2 N St

unde s-a notat cu F forta masica pe unitatea de volum a materialului, cu T tractiunea
sau forta specifica de suprafatd si cu St segmentul de frontierd pe care se specifica

aceasta tractiune (cu bard s-au notat marimile date, deci cunoscute, ale problemei) iar
o este efortul unitar normal si € deformatia specificd. Deformatia specificd se
defineste prin derivata deplasarii, iar comportarea materialului se descrie prin legea lui
Hooke
e=du/dy, 3)
c=E-¢e. 4)
Se observa ca primul termen al functionalei & reprezinta energia de deformatie a

corpului studiat.

Conditiile la limitd asociate acestui caz implica cunoasterea fortelor F si T,
respectiv deplasarea la baza coloanei. In general, aceastd deplasare se considera nuld
(u=0).

Modelul analitic de baza pentru analiza comportarii unei coloane sub sarcina este
alcatuit din relatiile (1) - (4) si conditiile la limita aferente.

Coloana studiatad in Figura la este un corp cu o structurd continud, discretizarea

ei se poate realiza folosind elemente finite unidimensionale (Figura 1b). Sa consideram
un element finit oarecare e cu nodurile i si j (Figura 1¢). Notam cu V= volumul siu

sicu S%e> portiunea de frontierd pe care este indicatd tractiunea T . Functionala data
in (2) se poate scrie ca o suma de contributii elementale, sub forma

n:i | %GSdV— [Fudv— [Tuds{. )

e=1 y<e> y<e> S%e>

Sa urmarim contributia elementului generic e. Pentru simplificare vom considera

cd aria sectiunii transversale a elementului este constanta si deci se poate scrie
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l l l
n<e>=%J.68dy—AJ.Fudy—J.Tudy , (6)
0 0 0

unde s-a notat cu ¢ lungimea elementului finit ( £ =Yy i~ Vi ). Pentru usurarea

procesului de integrare se folosesc de obicei elemente finite izoparametrice, definite cu
ajutorul sistemului local de coordonate & — naturale, ca in Figura 1d. Termenul de
izoparametric se referd la faptul ca aceeasi functie care descrie forma elementului este
utilizata si pentru definirea deplasarilor.

Se introduc functiile de forma
Ni®=0-8)/2 . Nj@=0+&)2 .&e[-11] 7

si functia de aproximare pentru variabila de camp

u(®)=N;()u; + Nj(a)uj ; )
unde s-a notat cu u; si u j deplasérile corespunzétoare nodurilor i si j.

Un punct oarecare apartinand elementului finit e se raporteaza la sistemul initial,

global, de coordonate, utilizdnd transformarea

1-& 1+&

y=N;©)y; +N;®)y; = yi+—2 Vi )
-d§  dg Yi—Yi /

dy=—"y, +—=2y = 1ge =—d 10

Y= Vit 5 g 2& (10)

Folosind relatiile (7) - (10), contributia elementalad pentru functionala ©

<e> AZ = =
T :chedy—AIFudy—JTudy
0 0 0

devine

1
<o _AY

4

1_/\ 1_/\
oed&—MjFuda—ﬁjTudg. (11)
-1 2 -1 2'—1
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Sa evaludm acum integrandul primului termen folosind relatiile (3), (4), (7) si

8):
A A
u; —u;
dy df dy 2 2 )0 1
rezultand ca
Elu?-2uu; +u’
c-e=E-g’= (J - 1). (13)
L
Introducand (7), (8) si (12) in (11), se obtine egalitatea
1 =1
AE A/lF ¢| 1 1
¢ == [{u? —2uu. +u? Jdg - —— {— 1-&)u, +—=(1+ u}d -
o L= 2mny S 2 0-Eh 0Oy
T ([ 1 1
—— || =U=EJu; +={1+S)u; |d 14
s 1500502k e 14

Se observa ca functionala ¢ este functie de deplasarile nodale u; siou;.

Minimizarea ei In raport cu aceste marimi, in concordantd cu aplicarea principiului

energiei potentiale minime pentru Intreaga coloana aflatd sub sarcind, conduce la

conditia ¢ dn~®” =0, respectiv

<e> <e>
M oo T, (15)
aui auJ
o> AE AF F1 VS
=25 ou, —2u )de— 2 [Z(1—8)dé ——= [=(1-8)dE =0 (16
du; 4 _1( i ul)é 2 _12( &) 2_12( &) (10
o> AE ACF F1 Te b1
— 85 (Cou 420, )de — 258 [Z(14+8)dE——= [~(1+8)dE =017
o 45_1( uj+2u; )48~ _12(+a)a 2_12(+a)a (17)

Observand ca u; si u; sunt marimi nodale care nu depind de & si integrand

termenii din (16) si (17), se obtine sistemul de ecuatii
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AB(, _y )-AF T,

¢t 22

A AF Te e
T

care poate fi scris in forma matriceala astfel

E{l _l]{ui}ﬁHJrT_fH. (19)
cl-1 1]y 2 1 2

N . . . <e> . . <e> = .
Notand matricea coeficient cu k si termenul liber cu F , rezulta ecuatia

matriceald elementald sub forma

k<e> 3 u<e> — F<e> , (20)
ACF | TL
unde k<€ = ﬁ -1 u<e = U Fe> — 2 2 .
-1 1] uj |’ ACF | T/
2 2

Aceasta ecuatie descrie comportarea elementului generic e si constituie nucleul
de baza 1n stabilirea modelului global cu elemente finite care sd descrie comportarea

intregii structuri aflate sub sarcina.

Procesul de asamblare

Asamblarea este un proces de reunire a elementelor finite si de sintezd a
domeniului de analizd considerat. Pe plan geometric, rezultatul procesului de
asamblare 1l constituie refacerea domeniului, iar pe plan functional, obtinerea
modelului numeric global al corpului studiat. Asamblarea apare deci ca un proces
reciproc discretizarii, dar numai pe plan geometric. Intre etapele de discretizare si de
asamblare a elementelor finite are loc etapa de obtinere a modelului numeric elemental.
Se produce deci o incércare a elementelor finite cu variabile de camp si relatii intre
aceste variabile, care vor genera in final modelul numeric global.

Deoarece pe plan geometric asambarea conduce la reconstituirea domeniului

initial de analiza fard a oferi informatii suplimentare in raport cu discretizarea, ne vom
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referi in cele ce urmeaza la asamblarea functionald a elementelor finite, si respectiv, la
obtinerea modelului numeric global al obiectului de investigat.

Asamblarea elementelor finite se poate face in doud moduri: secvential sau
dupa noduri.

in primul caz, elementele finite se iau unul cate unul, in ordinea crescanda a
numerotirii lor. In cel de-al doilea caz se iau nodurile globale ale sistemului unul cite
unul si se asambleaza elementele finite din jurul fiecarui nod. Indiferent de procedeul
folosit, rezultatul final - modelul numeric global — este acelasi.

Ceea ce poate diferi Tnsd este forma lui de prezentare. Pentru probleme de
dimensiuni mici, acest model numeric global se obtine sub forma unui sistem de
ecuatii, cu matricele coeficient stocate in intregime sau in banda. Pentru probleme de
dimensiuni mari modelul numeric global se obtine pe bucati sau partitionat §i se

rezolva prin metode iterative.

Asamblarea dupi noduri
Acest procedeu este folosit indeosebi atunci cand obtinerea modelului numeric

elemental se face variational.

Desi, pentru o intelegere mai usoara a fenomenului fizic, am considerat cazul
unui singur element e aflat In echilibru, este necesar sa subliniem ca de fapt ne
intereseaza echilibrul intregului corp, respectiv al intregului ansamblu de elemente
finite. Asamblarea elementelor finite ne va permite in acest caz sa obtinem valoarea
stationara (minima) a energiei potentiale totale a coloanei aflate sub sarcina.

Sa consideram domeniul de analiza discretizat ca n Figura 1, unde s-au folosit
trei elemente si patru noduri. Relatiile de discretizare dintre elemente §i noduri sunt
date in matricele de conexiuni din Tabelul 1a.

Tabelul 1a. Matrice de conexiuni dupa noduri.

Noduri Elemente

el e2
1 - 1
2 1 2
3 2 3
4 3 -
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Alegerea nodului pentru originea sistemului de numerotare este arbitrard. In
cazul de fatd s-a inceput de la partea superioara a coloanei, deoarece sensul de
actionare al fortei exterioare este de sus in jos si deci deplasarile vor fi pozitive intr-o
astfel de orientare a axei de coordonate, respectiv a nodurilor. Nu ar fi constituit o
greseald insa dacd originea axei de coordonate s-ar fi luat la baza coloanei sau in

centrul ei de greutate.
. - - . .. . - . . <e>
Consideram ca fiecare element finit se caracterizeaza printr-o arie A a

. .. . . <e> . . ..
sectiunii transversale, o anumitd lungime / si un anumit modul de elasticitate

E<¢ (e =1, 2, 3). De asemenea, pentru fiecare element finit actioneaza forte distincte
—<e> ., —<e> . . .
F T (e =1, 2, 3). Energia potentiala totala este datd de functionala
3 <I>pp<l> 1
T= Zn<e> — MT J-(ul —21.11112 +u2)d&,+
e=1 -1
A<2>E<2> 1 5 5 <3>E<3> 1 5 5
+4€T J-(UZ —2112113 +u3)d§+4l<T I(U3 —2113114 +u4)d§—
-1 -1
=<I> 1 P> DST2> |
AP PET 1 AP rPET (1 1
—_ || ==y +=(H — || =1=Eu, +—(1+ -
e TR T e ORI

-1

A €<3>15<3> 1 1 1 T<1> <> 1 1 1
_2ﬂ;u—@%+zu+@%}ﬁ—2ﬂ;ﬂ—@m+2ﬂ+@%}ﬁ—

<3>3 1
L [ 0=t S0+

[ 308 042 - !

B ’T<2>f<2> 1|:1
| 2

—I
(22)
Deoarece uy, u,, u; §i uy sunt marimi independente, pentru realizarea echilibrului

global al ansamblului de elemente finite este necesar sd minimizdm energia potentiala

totald m in raport cu fiecare dintre aceste variabile
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m _ 9T Ty 9T o

, =

aul auz aU3 aU4
Observam ca un nod este comun, in cazul de fatd, la cel mult doud elemente
finite vecine. De exemplu, nodul 2 este comun pentru elementul 1 si elementul 2.

Deplasarea nodala u, este influentatd deci de comportarea ambelor elemente vecine §i

ca atare

<1> <2>
anzan +a7r . 4)

au 2 auz auz

In general, acest fapt se poate scrie

’

an<e>
w-in

unde cu i s-a notat un nod oarecare al domeniului discretizat, iar cu m numarul

e=l

elementelor e care se Tnvecineaza cu acest nod si pe care il contin. Aplicand relatia (25)

pentru fiecare din ecuatiile (23), se obtine sistemul

o AR A< <1> F<1> T<1>£<1>
= (U —uy) - - =0,
aul f< > 2 2
on ~ A<1>E<l> A<1> €<l> <I> T<1> €<l> A<2>E<2>( )
au_z - <> (-uy +up) - ) 2 <> Uy —u3)—
A<2>€<2> F<2> T<2>€<2>
_ =0,
2 2
o ~ AP E<2> oyt A<2>f<2>F<2> _T<2>£<2> N AR (u Y )_
au3 £<2> 2753 5 5 £<3> 3— Uy
A<3>E<3> F<3> T<3>€<3>
_ =0,
2 2
<3><3> 3> ,<3>5<3> =<3> 3>
on_A 'k uptuy)-2 fz F T 77 6 e

au4 - €<3>
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Punénd sistemul (26) Intr-o forma matriceala se obtine

i AR AR
G ’ ’
A<1>E<1> A<]>E<1> AQ>EQ> B AQ>EQ> 0 ul

AT e ~ ||
0 _ATE® ATET ATEY ATET |y
e I [y
0 0 _AYE” AYE™
e e

A<1> €<l>*<1> T<l> €<l>

2 - 2
A<1> €<l>*<1> .\ T<1> €<l> .\ A<2> £<2>*<2> .\ T<2> £<2>
_ 2 2 2 2 | on

A2 €<2>15<2> T<2> 2> A €<3>13<3> T<3> 73>

+ + +
2 2 2 2
A<3> €<3>15<3> T<3> €<3>
2 2

Ecuatia matriceald (27) constituie modelul numeric global al comportarii
coloanei sub sarcina. Ecuatia matriceala (27) se poate scrie simbolic astfel
k-u=F, (28)
unde matricea coeficient k si vectorii u si F au fost obtinuti prin asamblarea matricelor

<e> . . . . <e> <e>
elementale k si, respectiv, a vectorilor elementali u , F .

Asamblarea dupa elemente

Asamblarea dupa elemente constituie procedeul cel mai des intdlnit in practica
modelarii cu elemente finite, datoritd usurintei de realizare a subrutinelor de asamblare.
In esentd, procedeul consti din doua faze succesive: expandarea si asamblarea propriu-
Zisa.

Prin expandare, modelul matriceal elemental se raporteaza la sistemul global de

noduri, folosind in acest scop matricea de conexiuni dupa elemente (Tabelul 1b).
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Tabelul 1b. Matrice de conexiuni dupa elemente.

Elemente Noduri
i

1

A=

1
2
3 3

Coeficientii matriceali nu suferd in aceasta faza nici o modificare. Se transforma

numai pozitia lor prin trecerea de la un sistem local de numerotare a nodurilor la unul

)

global.

Reamintim relatia generala (19)

AE[ 1 —1] [ui|_ ArF[1
¢ -1 1 llj 2 11

care pentru primul element primeste forma

A<1>E<1> ~ A<1>E<1> A<1>f<1>§<1> T<1>f<1>

€<1> €<1> ug 7 + 7

<I>p<I> <I>p<l> | = ==<I> =<I> (29)
AS"E AS"E u, A<1>E<1>F T €<1>

€<1> €<1> ) )

Pe baza acestor consideratii, prezentim mai jos modelul numeric elemental

pentru fiecare element finit al coloanei sub sarcind si apoi forma lui expandata.

Elementul 1:
Unitar
A<1>E<1> A<1>E<1> A<1>€<1>1_:<1> T‘<1>E<1>
(<1> (<1> . up | 2
~ A<1>E<1> A<1>E<1> u, A<1>€<1>ﬁ<1> T‘<1>f<1>
(<1> (<1> ) + 2

Expandat
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B A<1>E<l>
£<1>
A<1>E<1>
- £<1>
0 0 0 O

0 0 0 0

A<1>E<1>
N E<l>

A<1>E<1>
E<l>

Elementul 2:
Unitar

A<2>E<2> A<2>E<2>

€<2> €<2>

A<2>E<2> A<2>E<2>

€<2> €<2>

Expandat

0 0 0 0
A<2>E<2> A<2>E<2>

€<2> £<2>

A<2>E<2> A<2>E<2>

0 €<2> £<2>
0 0 0 0

Elementul 3:
Unitar

A<3>E<3> A<3>E<3>

£<3> £<3>

A<3>E<3> A<3>E<3>

€<3> £<3>

Expandat

Uy

ur

uj

Uy

up

Uz

Uy
Uy
Uz

Uy

[

[ A<1>f<1> l_:<1> T<1>£<1> i
2
ASI> <> l_:<1> T<1>£<1>
2 i 2
0
L 0 -
A<2>E<2>l_:<2> T<2>£<2>
— 2 " 2
A<2>f<2>ﬁ<2> T<2>£<2>
2 " 2
_ 0 -
A<2>f<2>ﬁ<2> T<2>£<2>
2 " 2
A<2>f<2>ﬁ<2> T<2>£<2>
2 " 2
L O -
A<3>f<3>ﬁ<3> T<3>£<3>
— 2 " 2
A<3>E<3>l_:<3> T<3>£<3>
2 " 2
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0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 U 0
ASPES> ~ ASPES> uy | A<3>€<3>l_:<3> T<3>£<3>
£<3> £<3> uy - ) >
A<3>E<3> A<3>E<3> <3> ,<3>o<3>  =<3> 35
uy | | ASPF T ¢
£<3> €<3> | i ) 2 |

Faza de asamblare propriu-zisa a elementelor finite constd din suprapunerea

modelelor elementale expandate, astfel incat coeficientii matriceali din doud elemente

vecine sd se nsumeze la nodurile comune. Din punct de vedere matematic aceasta

inseamnd sd adundm matricele coeficient i vectorii termenilor liberi corespunzatori

modelelor numerice elementale.

Rezultatul procesului de asamblare pentru exemplul considerat este urmatorul

sistem matriceal

B A<1>E<1> A<1>E<1>
<> - <> 0 0
A<1>E<1> A<1>E<l> A<2>E<2> A<2>E<2> uy
€<1> [<1> + £<2> - [<2> 0 u,
. B AR AR N APES B APES ' Uz =
(<2> €<2> €6> €6> u,
> >
0 0 _AYES AE®
| [<S> [<3> |
[ A<1>€<1>1_:‘<1> T<1>€<1> i
2 2
A<1>E<1> l_:<1> T<1>€<1> A<2>f<2> 1__7<2> T<2>€<2>
— 2 2 2 2 (30)
A<D <> 1_3<2> T<2>€<2> . A3 p<3> 1_:<3> T<3>£<3> '
2 2 2 2
A<3>f<3>1_:<3> T<3>€<3>
L 2 2 i
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Se remarca faptul ca rezultatul final este acelasi ca si cel obtinut la asamblarea

elementelor finite dupa noduri.

Implementarea conditiilor la limita

Conditiile la limitd considerate in cadrul modelului analitic trebuie sa se
introducd Tn modelul numeric global. Implementarea lor se face in functie de tipul de
conditie la limita si de structura modelului numeric global. Astfel, in functie de natura
lor, unele conditii la limitd pot fi implementate inca din faza de constituire a modelului

numeric elemental, iar altele dupa ce s-a obtinut modelul global asamblat.

Conditii la limiti incorporate in modelul numeric global

Aceste conditii au fost introduse pe parcursul constituirii modelului numeric
elemental. Ele pot aparea direct, Tn mod explicit in structura acestui model prin
prezenta unor coeficienti matriceali, sau numai in mod implicit. Din prima categorie
fac parte in general conditii de specificare a unor forte exterioare sau temperaturi ale
mediului ambiant si coeficientii de transfer al caldurii de la/spre corpul analizat.

Acestea sunt in general conditii la limitd mixte sau Cauchy. Dacad pe portiunea de

frontiera St sau S , unde pot fi specificate aceste conditii, nu actioneaza forte sau nu

exista transfer de caldurd convectiv, atunci coeficientii matriceali corespunzatori devin
egali cu zero. Din cea de-a doua categorie fac parte conditiile de tip Neumann, cand se
cunoaste derivata variabilei de camp, sau fluxul lui printr-un segment de frontierd. De
obicei aceste conditii implica valori nule si sunt satisfacute Tn mod implicit prin insasi
natura constituirii modelului numeric cu elemente finite. Datoritd acestui fapt ele se

mai numesc si conditii la limita naturale.

Conditii la limita neincorporate in modelul numeric global
Aceste conditii sunt de tip Dirichlet si trebuie introduse in modelul numeric
global. Introducerea lor se va face astfel ca 1n sistemul matriceal final sa se opereze cit

mai putine modificari. Vom prezenta in cele ce urmeaza doud dintre cele mai folosite
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procedee de implementare a acestor conditii la limitd. Pentru urmarirea lor mai usoara
sa consideram un model numeric global de forma celui prezentat in ecuatia (30):

Kip ki ki3 kg | fu | [ Ry

Ky kpp kpz Ky | |up R,

. = . (31)
k3 ks ki3 kyg|juz | |Rj
Ky Kap kg3 Kug| [ug] [Ry
Sa presupunem ca se cunosc deplasarile nodurilor 1 si 4:
u=u , uy;=u4. (32)

Raméan deci necunoscute numai deplasdrile nodale u, si u;. Pentru a nu
transforma acest sistem de patru ecuatii intr-unul de doua ecuatii cu doua necunoscute,
restructurare greu de realizat in cazul sistemelor mari, se pastreaza structura sistemului,
dar se opereaza in interiorul ei astfel:

1) se inlocuiesc coeficientii diagonalei corespunzatori nodurilor considerate
cunoscute cu 1 (k;; =1,kyy =1);

2) se Inlocuiesc coeficientii din termenul liber corespunzatori nodurilor 1 §i 4 cu
valorile date ale deplasarilor (R; = Hl si Ry = 34 );

3) se trec in partea termenului liber coeficientii care multiplicd aceste deplasari
nodale (k211_11, k24a4, k3161, k34a4 );

4) se inlocuiesc toti coeficientii din matricea coeficient de pe randurile 1, 4 si

coloanele 1, 4 (cu exceptia coeficientilor de pe diagonald) cu 0.

Rezultatul acestor modificéri conduce la noua forma a sistemului final de ecuatii

1 0 0 0][y ui
0 k22 k23 0 Uy _ R2 _k21.al _k24.a4
. = _ — 1.(33)
0 ks ki3 O] jusz| [Rz—kspui—kssug
0 0 0 1|]|uy uy

Se observd imediat cd s-a obtinut un fals sistem de patru ecuatii cu patru

necunoscute, Intrucit prima si ultima ecuatie reprezintd de fapt conditiile (32). Se
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prefera totusi aceastd manierd de implementare a conditiilor la limita de tip Dirichlet
datoritd avantajelor computationale pe care le are fatd de o eventuald restructurare
totald a sistemului de ecuatii, respectiv de reducere a lui numai la ecuatiile aferente
valorilor nodale necunoscute.

O altd metoda de implementare a conditiilor Dirichlet este aceea de a Tnmulti
coeficientii diagonali aferenti valorilor nodale cunoscute cu un numar foarte mare, de
exemplu 10" , in acelasi timp se inlocuiesc coeficientii termenului liber corespunzitori
cu aceste valori nodale cunoscute, inmultite cu coeficientii diagonali si cu numarul
ales. Procedand astfel, transformam sistemul matriceal (31) cu conditiile (32) 1n ecuatia
matriceald

ko107 kyp kg k4 Ui uiky; 10"
Ky kp ko3 Koy |92 _ R, (34
k3 kg ki3 kg u3 R;
kg kg kyy kyy-107 ] [ug] ugky, 107
Pentru a vedea daca acest procedeu ofera rezultatul dorit sa consideram prima

ecuatie
k 1015 . 15
11° u1+k12u2 +k13ll3 +k14ll4 —u1k11'10 .

Deoarece ki 10" >> ki, j=2.3,4rezultd practic u; =uy.

Odatd implementate conditiile la limitd, se trece la rezolvarea sistemelor de
ecuatii si aflarea variabilelor nodale pentru marimile de cAmp analizate.

Rezolvare numerica. Presupunem cd aceastd coloand are o sectiune transversala

constantd, cu aria A =1 sz . Coloana are o 1ndltime de 30 cm si un modul de
elasticitate E =1000 N/cm?. Forta masica specifica este F=0.5 N/ cm?, iar cea de

suprafata T=1N/ cm? . Pentru baza coloanei se impune conditia ca deplasarea

nodald corespunzatoare sa fie nuld. Se cere sd se analizeze comportarea acestei

coloane.
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Discretizarea corpului se face folosind elemente finite liniare egale si vom obtine
modelul numeric elemental in forma Iui normala si apoi in cea expandata pentru fiecare

element. Notam faptul ca

A<1> — A<2> — A<3> — A, E<1> :E<2> :E<3> :E’

£<1> _ £<2> _ £<3> "y ?<1> :f<2> :IE<3> :fj T<1> :T<2> =T<3> :T
Modelul numeric elemental este
AE  AE AF T/
1 ol 2] 22 2 (35)
_AE - AE |7 AR T |
14 14 2 2
Elementul 1:
100 =100 O O uy 7.5
100 -100 0y 7.5 —-100 100 O Of |u, 7.5
. = — . =
—100 100 u, 7.5 0 0 0 O] |u; 0
0 0 0 O] |uy 0
Elementul 2:
0 0 0 O][u] [0]
100 —100| | u, 7.5 0 100 -100 Of |u, 7.5
. o —_— . =
—-100 100 u; 7.5 0 —-100 100 Of |uy 7.5
_0 0 0 0_ [Ug | | 0 ]
Elementul 3:
00 0 0 |[u] [0]
100  —100| | uj 7.5 00 0 0 u, 0
. o —_— . =
—-100 100 Uy 7.5 0 0 100 -100| |uy 7.5
_0 0 —-100 100 | [ ua ] _7.5_

Prin asamblarea elementelor se obtine modelul numeric global
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100 -100 O 0 u | [75

-100 200 —-100 O ||u,| |15
. = . (36)

0 —-100 200 —100| |us| |15

0 0 —100 100 | |uy4 7.5

In sistemul final de ecuatii (36) se introduce conditia la limita u, = 0 si se obtine

[100 —-100 0 O] [y | [75

-100 200 -100 O] |u,| |15
: = ) (37)

0 —100 200 Of|us| |15

1

0 0 0

L Uy 0
Rezolvand sistemul de ecuatii (37) se obtin deplasérile nodale
u; =0.675cm, u, = 0.60 cm, u; =0.375cm, u, = 0.
Deformatia specifica a fiecarui element este data de
= i u_] =
dy dy dy l
Considerande=1,2,35si1,j=1, 2, 3, 4 se obtin

8<e>_d_u:dNi u+dNJ uj—ui.

<> = 75.1073, 2 =2-225.1073, ¥ =-375.107.

Aplicand legea lui Hooke 6 = E - €, se obtin eforturile unitare elementale

6<” = —75N/ecm?, 652> =-22.5N/cm?, 6> =-37.5N/cm?.

lp

Observatie:

Figura 2. Coloana aflata sub sarcina concentrata P.
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Dacd in loc de fortele distribuite F si T se considerd o sarcind concentratd
P =10 N actionand la partea superioara a coloanei (Figura 2), atunci sistemul final de

ecuatii devine

100 —-100 0 0] [y [10

~100 200 -100 0| |uy| |0
. = . (38)

0 —100 200 Of|us| |O

0 0 0 1]|uy| |0

Rezolvarea ecuatiei matriciale (38) conduce la urmdtoarele valori ale
deplasarilor nodale
uy =03cm, u, =02cm, uz =0.1cm, u, = 0.
Deformatia specifica si efortul unitar pentru fiecare element devin in noile

conditii
8<1> — _10—2 , 8<2> — _10—2 , 8<3> — _10—2 ,
6*” =—10N/ecm?, 6% =-10N/cm?, 6> =—10N/cm?.

Rezolvare numerici in MathCAD

Acest program permite generalizarea problemei la n noduri.

ORIGIN= 1
Aria sectiunii coloanei ( cm™2 ): A=
Lungimea coloanei ( cm ): lung = 30
Forta masicd specificda ( N/cm”3 ): F:=0.5
Forta masicd specificd de suprafata ( N/cm"2 ): T:=1
Modulul de elasticitate ( N/cm”2 ): E := 1000
Numdrul de noduri: N:=
Lungimea unui element finit: 1= tung
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Asamblarea matricei elementelor finite:

A-E
elem:=—— ME = for 1iel.. N
1

for jel. N
Ej, 4¢0
E1, 1< elem
En, N ¢ elem
for tel. N-2
Et+], t+1 ¢ 2-elem
for pel.. N-1
Ept+l, p ¢ —elem

Ep, p+1 ¢ —elem

E
100  -100 0 0

-100 200 -100 O
0 -100 200 -100
0 0 -100 100

ME =

Declararea matriceil termenilor liberi:
A-1-F T-1

termi=——+—— ML := for iel.. N
2 2

Li ¢ term

for je2.. N-1

Ly« 2-term

Impunerea conditiilor la limita:

MEy , N = 1 MEyN L N—-1:= 0 MEN—1 ,N = 0 ML N

=0

ML =

7.5
15
15

7.5
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100 -100 0 0 7.5
—-100 200 -100 O 15
ME = ML =
0 —-100 200 O 15
0 0 0 1 0
Calcularea deplasarilor:
0.675
-1 0.6
u = ME - ML u=
0.375
0
Calcularea deformatiilor specifice:
i=1. N-1
-3
Uie1— U4 -7.5% 10
epsilon i = ____I____ epsilon= —0.023
—-0.038

Eforturile unitare elementale, obtinute din Legea lui Hooke:
i=1. N-1
=7.5
sigmaj = epsilonj - E sigma=| -22.5

-37.5

Rezolvare numericia in MATLAB

Varianta 1. Cazul fortelor distribuite (F, T) care actioneaza asupra coloanei.

clc,clear

disp(' COLOANA SUB SARCINA (Cazul fortelor distribuite)')

disp("' ")

A=input ('Introduceti aria sectiunii coloanei analizate
[cm™2] :

A= '),

disp(' ")

l=input ('Introduceti lungimea coloanei analizate [cm]: 1=
")

disp(" ")
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F=input ('Introduceti valoarea fortei masice specifice

[N/cm”~3]:

F= "),
disp(' ")
T=input ('Introduceti valoarea fortei masice specifice de

suprafatda [kg/cm”2]: T= ');

disp(' ")
E=input ('Introduceti valoarea modulului de elasticitate

[N/cm*2]: E= ');

')

disp(' ")
nrnod=input ('Introduceti numdrul de noduri al coloanei N=

b=zeros (nrnod) ;
1=1/ (nrnod-1);
n=2;
a=zeros(n);
kapa=(A*E) /1;
a(l,l)=kapa;

a(l,2)=-kapa;
a(2,1)=-kapa;
a(2,2)=kapa;

term=(A*1*F+T*1)/2;
for i=1:n
for j=1:n
b(ilj)za(ilj);
end
end
%ansamblarea matricelor elementelor finite
g=nrnod-n;
s=zeros (nrnod) ;
for t=1l:g
c=zeros (nrnod) ;
for i=1l:n
for j=1:n
c(i+t, j+t)=a(i, j);
end
end
s=s+C;
end
matr=s+b;
disp("' ")
disp("' ")
%$declararea vectorului termenilor liberi
for i=l:nrnod-1
k(i)=term*2;
end
k(l)=term;
k (nrnod)=0;
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k=k';
matr (nrnod, :)=0;
matr (:,nrnod)=0;
matr (nrnod, nrnod)=1;
%calcularea deplasarilor
dep=matr\k;
dep=dep"';
disp(' DEPLASARILE IN NODURILE COLOANEI") ;
disp("' ")
for i=l:nrnod-1
disp(['deplasarea in nodul nr.',6 num2str(i),' este de
', num2str (dep(i)), 'cm']);
disp("' ")
end
disp(['Deplasarea in nodul nr.',6 num2str(i+l),"',la baza
coloanei,este ',num2str (dep(i+l)),'cm']);
disp("' ")
%$calcularea deformatiilor specifice
disp("' DEFORMATIILE SPECIFICE ALE FIECARUI ELEMENT'") ;
disp("' ")
epsilon(nrnod-1)=0;
for i=l:nrnod-1
epsilon(i)=((dep(i+1l)-dep(i))/1);
disp(['Deformatia specificd a elementului
nr.',num2str (i), ' este epsilon',num2str(i),"' =
', num2str (epsilon(i))]);
disp("' ")
end
%$eforturile unitare elementale
disp(' Aplicand legea lui Hooke , se obtin EFORTURILE
UNITARE ELEMENTALE : '");
disp(' ")
disp(' ")
for i=l:nrnod-1
sigma=epsilon (i) *E;
disp(['Efortul unitar in elementul nr.', num2str(i),’'
este sigma',num2str (i), ', num2str (sigma), ' N/cm"2']);
end

In urma rularii programului prezentat se obtin urmétoarele rezultate:

DEPLASARILE IN NODURILE COLOANEI
Deplasarea in nodul nr.l este de 0.675cm
Deplasarea in nodul nr.2 este de 0.6cm

Deplasarea in nodul nr.3 este de 0.375cm
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Deplasarea in nodul nr.4,la baza coloanei,este Ocm

DEFORMATIILE SPECIFICE ALE FIECARUI ELEMENT

Deformatia specificd a elementului nr.l este epsilonl = -0.0075
Deformatia specificd a elementului nr.2 este epsilon2 = -0.0225
Deformatia specificd a elementului nr.3 este epsilon3 = -0.0375

Aplicédnd legea lui Hooke , se obtin EFORTURILE UNITARE

ELEMENTALE

Efortul unitar in elementul nr.l este sigmal = -7.5 N/cm"2
Efortul unitar in elementul nr.2 este sigma2 = -22.5 N/cm"2
Efortul unitar in elementul nr.3 este sigma3 = -37.5 N/cm"2

Varianta 2. Cazul sarcinii concentrate P care actioneazd in partea superioard a

coloanei.

clc,clear

disp("' COLOANA SUB SARCINA (Cazul sarcinii concentrate)')

disp("' ")

A=input (' Introduceti aria sectiunii coloanei analizate
[cm™2]: A= ");

disp("' ")

l=input (' Introduceti lungimea coloanei analizate [cm]: 1=
")

disp(" ")

P=input (' Introduceti valoarea fortei concentrate aplicate
coloanei [N]: P= "');

disp(' ")

E=input (' Introduceti valoarea modulului de elasticitate
[N/cm”2]: E= '");

disp("' ")

nrnod=input (' Introduceti numdrul de noduri al coloanei N=

')
b=zeros (nrnod) ;
1=1/ (nrnod-1);
n=2;
a=zeros(n);
kapa=(A*E) /1;
a(l,l)=kapa;
a(l,2)=-kapa;
a(2,1)=-kapa;
a(2,2)=kapa;
term=P;
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for i=1:n
for j=1l:n
b(i,j)=a(i, j);
end
end
%ansamblarea matricelor elementelor finite
g=nrnod-n;
s=zeros (nrnod) ;
for t=1:q
c=zeros (nrnod) ;
for i=1:n
for j=1l:n
C(i+tlj+t)=a(ilj);
end
end
s=s+C;
end
matr=s+b;
disp(" ")
disp(" ")
$declararea vectorului termenilor liberi
for i=l:nrnod
k(i)=0;
end
k(l)=term;
k=k';
matr (nrnod, :)=0;
matr (:,nrnod)=0;
matr (nrnod, nrnod)=1;
%calcularea deplasarilor
dep=matr\k;
dep=dep';
disp(' DEPLASARILE IN NODURILE COLOANEI") ;
disp(" ")
for i=l:nrnod-1
disp(['Deplasarea in nodul nr.',K6 num2str(i),' este de

', num2str (dep(i)), 'cm']);
disp(' ")

end

disp(['deplasarea in nodul nr.',6 num2str (i+1l),"',la baza
coloanei,este ',num2str (dep(i+l)),'cm']);

disp("' ")

%$calcularea deformatiilor specifice

disp(' DEFORMATIILE SPECIFICE ALE FIECARUI ELEMENT"') ;

epsilon(nrnod-1)=0;

disp("' ")

for i=l:nrnod-1
epsilon(i)=((dep(i+l)-dep(i))/1);
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disp(['Deformatia specificd a elementului
nr.',num2str (i), ' este epsilon',num2str(i),"' =

', num2str (epsilon(i))]);
disp(' ")
end
%$eforturile unitare elementale
disp(' Aplicand legea lui Hooke , se obtin EFORTURILE
UNITARE ELEMENTALE : "),
disp("' ")

for i=l:nrnod-1
sigma=epsilon (i) *E;
disp(['Efortul unitar in elementul nr.', num2str(i),’'
este sigma',num2str(i),' = ',num2str(sigma),' N/cm"2']);
disp("' ")
end

In urma rularii acestei variante de program se obtin urmatoarele rezultate:

DEPLASARILE IN NODURILE COLOANEI

Deplasarea in nodul nr.l este de 0.675cm
Deplasarea in nodul nr.2 este de 0.45cm
Deplasarea in nodul nr.3 este de 0.225cm

Deplasarea in nodul nr.4,la baza coloanei,este Ocm

DEFORMATIILE SPECIFICE ALE FIECARUI ELEMENT

Deformatia specificd a elementului nr.l este epsilonl = -0.0225
Deformatia specificd a elementului nr.2 este epsilon2 = -0.0225
Deformatia specificd a elementului nr.3 este epsilon3 = -0.0225

Aplicédnd legea lui Hooke , se obtin EFORTURILE UNITARE

ELEMENTALE
Efortul unitar in elementul nr.l este sigmal = -22.5 N/cm"2
Efortul unitar in elementul nr.2 este sigma2 = -22.5 N/cm"2

Efortul unitar in elementul nr.3 este sigma3 = -22.5 N/cm"2
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§2.5 MISCAREA PLAN PARALELA LAMINARA
iN CANALE PARALELE

Consideram cazul miscérii unui fluid intre doud placi paralele (Figura 1).
Miscarea este generatd de deplasarea placii superioare de-a lungul axei x, dar
ramanand mereu paraleld cu placa inferioara. Prin urmare, fluidul se misca intr-o

singura directie, avand numere Reynolds foarte mici (miscare laminara).

i i - e 4
v A @ 10

el b ki —

® 7
ran il
h 3 &
T g ToREE:

o2 03
ol wx o (D ¢2

g e o i O——

a b C

Figura 1. a - domeniul de analiza; b - discretizarea domeniului; ¢ - element finit patratic.

Ecuatia fundamentald in acest caz descrie interdependenta dintre cimpul de

presiune si cel de viteza care exista in masa de fluid dintre cele doud placi paralele

dp d’u
L= (1)
dx dy
unde s-a notat cu p - presiunea, u - viteza fluidului §i )L - coeficientul de vascozitate.
Vom transforma aceasta ecuatie utilizind marimi adimensionale. Notand cu U,
viteza placii superioare si cu h indltimea dintre placi, se pot defini marimile

. . « h%( d
=2 y'=Y p =—(——pJ, @
UO h MUO dX
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iar ecuatia fundamentala devine
£

d%u

sk
dy 2

Conditiile la limitd se stabilesc urmarind procesul fizic din Figura 1 si relatiile

+P =0. 3)

)
u =0, pentru y* =0
4)
u =1 pentru y* =1
Modelul analitic de baza este constituit din ecuatia fundamentald (3) care

incorporeaza si legea de material ([L-const.) si conditiile la limita (4). Subliniem faptul

cd, 1n cazul de fatd, modelul analitic este de tip diferential. Aceasta inseamna ca Tnainte
de a se trece la determinarea modelului numeric propriu-zis este nevoie de
transformarea lui intr-un model integral.

Pentru discretizarea domeniului de analizd folosim elemente finite
unidimensionale de gradul doi (Figura 1b), matricea de conexiuni find prezentata in

Tabelul 1.

Tabelul 1. Matricea de conexiuni dupa elemente.

Noduri
Elemente i j k
1 1 2 3
2 3 4 5
3 5 6 7
4 7 8 9
5 9 10 11

Stabilim o functie pentru deplasari u = u(y), de forma parabolica

u= (Xl + (Xzy + (X3y2 , (5)
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care este continud pe domeniul corespunzator elementului §i asigurd compatibilitatea
interelemente.
Rezulta sistemul
2 _
O + 0oy + 03y =145
2
(X1+(X2yj+a3yj' :uJ' (6)
2
O + QY T 03y =Ug
Pentru elementul finit e (Figura 1c), de lungime ¢, avand nodurile i, j, k, se

considera

¢
yi =0, =5 yk=+4 (7)

si prin inlocuirea acestor valori in sistemul (6), se obtin rezultatele
1 2
(Xl = ui, (X‘Z :Z(_?)ui +4uJ _uk), 063 =€—2(ui _2Uj +uk). (8)

Substituind relatiile (8) Tn expresia (5) si rearanjand termenii, rezulta

u= 1—2L -4 ui+4i - uj+y— 2L—l u 9
1 l 1 14 e\l

Functiile
N.(y)=[1-22 [ 1-2 |, Ny(yH) =22 1-2L |,
1(y)( KJ( 7 i) 7 7
Sy (2
N =—=—1-—
k(y) ’ ( ’ J
sunt functiile de forma cu ajutorul carora se va defini functia de aproximare a vitezei.

Functiile de forma au proprietatea de a fi normate in nodul de definitie, avand

valoarea nula in celelalte, adica
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Ni(y))=1 Ni(yp=0, Ni(y)=0
N;(y)=0, NjyD=1 Njy)=0 . (10
N () =0, Ny (y)=0, N(y0)=1

Functia de aproximare a vitezei pe domeniul unui element finit este
AN

u=N;(yu; + Nj(yOuj+ Ny (y . (11)

Introducand aceasta functie 1n ecuatia fundamentala avem

A

2
d—;+P*:O
dy

si aplicand metoda lui Galerkin de obtinere a unei formulari integrale, se obtine

sistemul de ecuatii

L 2
[N d*‘;+P‘ dy” =0
o |y
/ 2A
d“u * *
INJ‘ —» +P dy =0. (12)
o | dy
¢ )"
[Ny d—*‘;ﬂ)* y =0
0

adica
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d_u dN du
Ydyt | dy" dy"

se rescrie sistemul de ecuatii (12) In forma

o dy dy
Z A
J‘ d>I< Nj dli
ody dy
Z A
j d* de_li
o dy d

dN du
dy dy”

0

*

dN du
dy” dy"

(13)
0

de
dy

d—udy +ijP dy" =0

— . .. R - L
Integrand primii termeni ai ecuatiilor (13) intre limitele y; ,y, sitinand cont de

proprietatea functiilor de forma (10), rezultd relatiile:

1}.( A A A
J- N, dli dy*—N du EENRLLE du _ dli
y dy dy dy'lyx,  dy'ly dy i
% g du | . du dG
[ | Nj—= by =N;—| , -Nj—| , =0 (14)
ydy | Tdy dy |y  dy y;
T‘ du # du du du
J A Nk dy =Nie—| . —Npe—| . =)
g dy dy dy |y dy |y; dy °*
Cu aceste rezultate, sistemul de ecuatii (13) devine
dN; dN dN dN dN dN d
f uj+ - ug dy —f NiP'dy" - =
dy” dy dy dy” dy” dy’ dy” |

Yi
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* Uit * * uj + * *
dy dy dy dy dy dy

O ey

0
Uy y*:J'NjP*dy (15)
0

‘ ‘ "
I * *lui+ * ;lll"f‘ * x Ux [dy :_[Ndey + *
o\ dy dy dy dy dy dy 0 dy |
Yk
Acest sistem de ecuatii poate fi pus in forma matriceala
AN, dN ¢dN; dN; anvan, [T du |
J‘ i H dy* J‘ i ] dy* J‘ i k dy* J'NP*dy* _( u) .
ody dy ody dy ody dy ! 0 y
l l l l
dN: dN. . dN;dN; . dN; * _
[— dN; [——a [ AN 4 || u, |= [NPdy (16)
* * * * * * J J
pdy dy o dy dy ody dy 0
l l 0 A
dek dN; ay' dek dN; dy' Ide dN, ay | | u j N By du)
ody d o dy dy ody dy Rt Yy
Derivand functia de aproximare a vitezei pe domeniul unui element finit (11)
rezulta:
d dN; dN; dN
(dyli y? :gﬂ} y* uy + dyﬂ;] y* j+ dyﬂlf y*'uk
) i i i (17)
(d]l __d}qi drqj dPJk u
W) T T w x| ox Y | Uk
dy 7x dy |yk dy |yx dy [yk

Prin inlocuirea relatiilor (17) in sistemul (16) rezultd ecuatia matriceala

elementala

<e> <e> <e>
k™™ -u =F

; (18)

unde
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s 0 / ]
AN« dN dN. , dN : .
[OIN gy O N gy S [ gy e
ody dy dy |y; ody dy dy |y; pdy dy dy |y;
l l /
R oL T LT S
ody dy ody dy ody dy
dek dN; o dN, ideded . dN dek ANy e dNg
pdy dy T dy'lye ody dy T dyfye ody dy T dy |y
o - .
" g N,P"dy
/
%k *
=y |, FF= JNjP dy
0
/
ug NP dy
L Lo i
Termenul k=% al acestei ecuatii reprezintd matricea de rigiditate sau (matricea

caracteristicd) pentru elementul e, termenul u<®

. <e>
(necunoscute), iar F

> este vectorul vitezelor nodale

este termenul liber. Ecuatia (18) constituie nucleul de baza in

determinarea modelului global cu elemente finite care sa descrie comportarea fluidului.

Rezolvare numerica in MathCAD

Cazul 1. Consideram cazul miscarii unui fluid, pentru un element finit, la

presiune constanta.

ORIGIN=1
Numdrul de elemente finite:
Numdr noduri: nnod:=3
Lungimea elementului finit:
Presiunea:

P(y) =1

n:=1

lu:=1
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Functiile de formd:

N0 () ;:(1_2.ij.(1_ij
1u 1lu

Matricea de rigiditate unitara (matricea caracteristica
unitarad) :
('lu
d d
ki, 1= —NO (y) || —NO(y) | dy
dy dy
70
~lu
d d
kp, 2= —NI1(y) || —N1l(y) | dy
dy dy
70
('lu
d d
k3, 3:= —N2(y) || —N2(y) | dy
dy dy
70
~lu
d d
kp,2:= —NO(y) || —N1l(y) |dy
dy dy
70
('lu
d d
kp, 3= —N1(y) || —N2(y) | dy
dy dy
70
~lu
d d
Kl,3:= —NO (y) || —N2(y) | dy
dy dy
70

kp 1:=%k1,2 k3, 1:=k1,3 k3 ,2:=k2 3
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2333  -2.667 0.333

k=|-2.667 5333 -2.667

0.333 -2.667 2.333

Matricea caracteristica globala:
ks =k

Impunerea conditiilor la limita:

Il
(=]

ks1,1=1 ks ,2:=0 ks 3:
ks3,1:=0 ksj3 2:=0 ks3 3:=1
ksp 1:=0 ksp 3:=0

Matricea termenilor liberi:

1
1
( d d
Tl = J N1 (y)-P(y) dy-— (—Nl(y)j-(—NZ(y)j dy
J dy dy

Matricea sistemului si matriceca termenilor liberi:

1 0 0 0
ks={0 5333 0 Tl =] 2.667
0 0 1 1

Calcularea vitezelor in cele 3 noduri:

Introducéand vectorul inaltimilor nodale

dim = (0 05 1)

obtinem in Figura 2 vitezele fluidului in cele 3 noduri ale elementului finit.
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dim
dim

0 0.125 0.25 0375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

u, u
Figura 2. Viteza fluidului in cele 3 noduri, la presiunea constantd P =1.

Observatii. In cazul in care presiunea este zero, se observa o variatie liniara a

vitezelor nodale, u; =0, u, =0.5, uy =1 (Figura 3).

dim
] 0.5
dim

0 0.5 1

u,u

Figura 3. In cazul presiunii nule, P =0, se observa

o variatie liniara a vitezelor nodale.
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Prezentam in continuare profilele de vitezad pentru cateva valori pozitive ale
presiunii.
P(y) =10 u =(0 175 1)
1 \
0.5

ooo / //
_~

dim

.//

0
0 025 05 0.75 1 125 15 1.5

u,u
Figura 4. Profilul vitezelor, pentru o presiune pozitiva constantd P=10.

P(y) =20 u =(0 3 1)

| N

N

dim

N
gi:. N /
~ ~

~
0/
0 05 1 15 2 25 3

u, u
Figura 5. Profilul vitezelor, pentru o presiune pozitiva constantda P =20.
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La presiuni negative profilele vitezelor se modificd. Prezentdm mai jos cateva

exemple.
T
P(y) =-1 u =(0 0375 1)
1 /

dim

0.5
dim

/

0 0.125 0.25 0375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

u,u

Figura 6. Profilul vitezelor, pentru o presiune negativa constantd P =—1.

P(y) =-10 uT=(O -075 1)

~
~
dim /

AN

000
-0.75 -05 =025 0 025 05 075 1

u, u
Figura 7. Profilul vitezelor, pentru o presiune negativa constanta P =—10.
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Cazul II. Consideram cazul miscarii fluidului, pentru doua elemente finite, la
presiune constanta.

ORIGIN=1
Numdarul de elemente finite: n:=2

Numdr noduri: nnod:=35
Lungimea elementului finit: lu:=—

Presiunea: P(y) =2

Functiile de formd:

N0 (v) :=(1-2-i)-(1—i)
1u 1u

NI () ;=4.L.(1_L)
1lu 1lu

Elementele matricei de rigiditate unitara:

~lu ~lu
ki, 1= (d—NO(y)j(d—NO(y)j dy k2, 2:= (d—Nl(y)j-(d—Nl(y)j dy
dy dy dy dy
Y0 Y0
~lu ~lu
K3, 3= (d—m(y)j (d—m(y)j dy k|, 2= d—NO(y)j (d—Nuy)j dy
dy dy dy dy
J J

~lu rlu
d d d d
kp 3= (—Nl(y))[—NZ(y)J dy ki,3:= (—No(y)j-(—NZ(y)] dy
dy dy dy dy
Y0 0

kp 1=Xk1,2 k3,1 =k1,3 k3 2=k 3
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Matricea caracteristica unitara:
4.667 —5.333  0.667
k=|-5333 10.667 -5.333
0.667 —5.333 4.667
Asamblarea matricei sistemului:
0 0 4667 -5333 0667 0 0
kv :=augmentlk,| 0 0 kv=|-5333 10.667 -5333 0 0
0 0 0.667 -5333 4667 0 0
" 0 0] 4.667 -5333 0.667 0 0
0 0 -5.333 10.667 —-5.333 0 0
K1 := augment |kv. ,| 0 0 || ki1=| 0667 -5333 4667 0 0
0 0 0 0 0 00
L 0 0)] 0 0 0 00
00 0 00 0 0 0
oo 0o 0 0 00 0 0 0
k2:=|0 0 ki1 k1,2 k1,3 | kx2={0 0 4667 -5333 0.667
00 k2,1 k2,2 k2,3 0 0 -5333 10.667 -5.333
0 0 k3 1 k3,2 k3,3 0 0 0.667 -5.333 4.667
kf i =kl+k2 mc:=kf
4667 -5.333  0.667 0 0
-5333 10.667 -5.333 0 0
mc=| 0667 -5333 9333 -5333 0.667
0 0  -5333 10.667 -5.333
0 0 0.667 —5.333 4.667

Matricea termenilor liberi:
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T1:

Tl =

0.167
0.667
0.167
0
0

P(y) dy
P(y) dy
P(y) dy
0
0
T2 =1 0.167
0.667
0.167

T2:

0
0
~lu
NO (y) -P(y) dy
0
| lu
N1(y)-P(y) dy
0
~lu
N2 (y) -P(y) dy
0
0.167
0.667
T:=T1+T2 T=|0.333
0.667
0.167

Impunerea conditiilor la limitd:
mfc:=mc mfcy 1:=1 mfcy 2:=0 mfcy 3:=0 mfcp, 1:=0
mfcs 3:=0 mfc5 4:=0 mfcs5 5:=1 mfc3 1:=0
Tc:=T Tcp:=0 Tcs:=1
Tcyzi=-mc3 5+ Tcy Tcgi=-mcq, 5+ Tcq

mfc3 5:=0 mfcg 5:=0

Matricea sistemului si matricea termenilor liberi dupd impunerea

conditiilor la limitd:

1 0 0 0 0 0

0 10.667 -5.333 0 0 0.667
mfc=| 0 -5333 9333 -5333 0 Tc=| -0.333

0 0 -5.333 10.667 0 6

0 0 0 0 1 1
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Calculul vitezelor nodale:
0
0.438
u:=mfc_1-Tc u=| 0.75
0.937
1

Introducand vectorul indltimilor nodale

dim = (0 025 05 075 1)

obtinem urmatorul profil pentru vitezele nodale, reprezentat in Figura 8

1

0.75

dim

dim

0.25

0
0 0.125 0.25 0375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

u,u

Figura 8. Profilul vitezelor in cele 5 noduri, pentru o presiune constantd P=2.

Pentru o presiune negativd P =—3 se obtin urmitoarele viteze (Figura 9)

P(y) =-3 u = (0 -0.031 0.125 0469 1)

iar in cazul presiunii nule se poate constata variatia liniara a vitezelor nodale (Figura
10), valorile vitezelor fiind

P(y) =0 u =(0 025 05 075 1)
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0.75

dim

dim

0.25

-05 -0.125 0.25 0.625 1

u,u
Figura 9. Profilul vitezelor in cele 5 noduri, la o presiune negativa P =-3.

1

0.75

dim

dim

00
0.23

0 0.25 0.5 0.75 1

u,u
Figura 10. Variatia liniara a vitezelor in cele 5 noduri, la presiunea P =0.

Bineinteles, prin sporirea numarului de elemente finite considerate pentru

discretizarea domeniului, se pot obtine profile de viteze din ce in ce mai clare.
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Cazul III. Urmatorul program calculeaza vitezele fluidului considerand trei
elemente finite, la presiune constanta.

ORIGIN=1

1
Lungimea elementului finit: lu:=—
3
Presiunea: P (y) := 10

Functiile de formd:

N0 () :=(1-2i)~(1-i]
1u 1u

~lu ~lu
ki, q= (d—Now)j(d—NMy)j dy ky, 2:= (d—Nuy)j-(d—Nl(y)j dy
dy dy dy dy
Y0 Y0
r'lu r'lu
d d d
k3, 3= (—NZ(y)] (—NZ(Y)j dy kp,2:= (—NO(WJ(—Nl(y)] dy
dy dy dy dy
Y0 Y0
~lu ~lu
kp 3:= (d—Nl(y)j (d—NZ(y)j dy ki 3:= d—NO(y)j-(d—N2(y)j dy
dy dy dy dy

ka,1=k1,2 k3, 1=k1,3 k3 2:=k2 3
Matricea caracteristicd unitard:
7 -8 1
k=| -8 16 -8
1 -8 7
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Asamblarea elementelor In matricea de rigiditate

Dimensionarea matricei de rigiditate:

KF:= | for iel. 7 00 0 0 0 00
for jel. 7 00 0 0 O0O0OTO
KFi, 5«0 00 0 0 0 0 O
KF KF=|10 0 0 0 0 O O
00 0 0 0 00
00 0 0 0 00
00 0 0 0 00
Asamblarea primului element:
kl:=k
i=1 3 7 -8 1 0 0 0 O
i=1 3 -8 16 -8 0 0 0 O
KFi,j:ZKFi’j+kli,j b= 7 0000
KF=| 0 0 O O 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 O
Asamblare al doilea element:
k2:=k
. 7 -8 1 0 0 0
i=3. 35 8 16 -8 0 0
j=3. 3 I -8 14 -8 1 0 0
KFi 6 §=KFi, 6 §+k2i-2, 42 KfFk={ 0 0 -8 16 -8 0 O
o 0 1 -8 0 0
o 0 0 O 0 0
0 0 0 0

Asamblare al treilea element:

k3:=k
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Matricea sistemului

MEC

= KF

MFC =

S o o o =

oS O O O

Asamblarea matricei termenilor

Tl:=

('lu

NO(y) -P(y) dy

Alu

N1(y)-P(y) dy

('lu

N2(y) -P(y) dy

oS o o O

T2:=

rlu

rlu

Alu

7 -8
-8 16
1 -8
KF=| 0 0
0 0
0 0
0 0
1
-8
14 -8 1
-8 16 -8
1 -8 14
0 0 -8
0o 0 1
liberi:
0
NO(y) -P(y) dy
N1(y) -P(y) dy
N2(y) -P(y) dy

S O o O

16

T3:=

0 0 0 O
0 0
-8 1 0 0
6 -8 0 0
-8 14 -8 1
-8 16 -8
0 1 -8 7
0
0
0
0
1
-8
7
0
0
0
0
Alu
NO(y) -P(y) dy
Y0
rlu
N1l(y)-P(y) dy
Y0
rlu
N2(y) -P(y) dy
Y0
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0.556
2.222
1.111
T:=T1+ T2+ T3 T=1 2222
1.111
2.222
0.556

Conditiile la limita:

Il
o

MFCy, 1:=1 MFCy, 6 2:=0 MFC| 3:

Il
—_

MFC7 5:=0 MFC7 g:=0 MFC7 7:
Tc:=T Tc1:=0 Tcy:=1
Tcs:=—-MFC5 7+ Tcs Tcg:=-MFCq 7+ Tcg
MFCs5 7:=0 MFCg,7:=0

MFCy 1:=0 MFC3, 1:=0

Matricea sistemului si matricea termenilor liberi dupd impunerea

conditiilor la limitd:

1 0 0 O O o0 O 0

0 16 -8 0 0 0 O 2.222

0 -8 14 -8 1 0 O 1.111
MFC=|0 0 -8 16 -8 0 O Tc=| 2222

0o 0 1 -8 14 -8 0 0.111

0 0 0 0 -8 16 O 10.222

o 0 o o0 o0 o0 1 1

Calculul vitezelor nodale:
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0

0.861111111111111

1.444444444444442

w=MEC LTe w=| 1.750000000000003

1.777777777777776

1.527777777777783
1

Introducéand vectorul inaltimilor nodale

dimT = (0 0.167 0333 05 0.667 0833 1)

obtinem reprezentarea grafica din Figura 11

1
0.833
0.667
dim
dim
oo0 0.333
0.167

0
0 0.333  0.667 1 1.333  1.667 2

u,u

Figura 11. Profilul vitezelor in cele 7 noduri, la presiunea P=10.

In cazul in care presiunea este zero, se obtin urmatoarele valori ale vitezelor
nodale, reprezentate grafic in Figura 12

P(y) =0 uT = (0 0.167 0333 05 0.667 0833 1)



2.5 - Miscarea plan paraleld laminara in canale paralele 125

1
0.833
0.667

dim
0.5

dim
o0 0.333
0.167

0
0 0.167 0333 0.5 0.667 0.833 1

u,u

Figura 12. Variatia liniara a vitezelor in cele 7 noduri, la presiunea P =0.

Pentru o presiune negativd constanta, de exemplu P =—15 se obtin urmatoarele

viteze nodale, reprezentate n Figura 13

P(y) =-15 uT = (0 -0.875 -1333 -1375 -1 -0208 1)

1 /
/
0.833 /

0.667
dim
0.5
dim
00
0.333

0.167 \\

-2 =15 -1 -05 0 0.5 1

u,u

Figura 13. Profilul vitezelor in cele 7 noduri, la presiunea P =—15.
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§2.6 TRANSFERUL DE CALDURA iN BARA

Se considera o bara subtire de lungime L, situatd pe axa reald Ox. Bara este
supusa la incalzire. Daca variatiile temperaturii nu sunt mari $i nu apar modificari ale

structurii sau reactii chimice, atunci putem afirma ci densitatea p (kg/m’), cildura
specificd ¢ (J/kggrad) si coeficientul de conductie termicd A (W/m'grad) nu sunt
dependente de timp. In toate punctele unui segment, temperatura este T ZT(X,t).

Notam cu A aria §i cu P perimetrul sectiunii, amandoua fiind constante.

Fie elementul < e >=[X, X + Ax] de lungime Ax.
Principiul conservarii energiei termice este
AQ=AQ, +AQ, +AQ,,

unde

AQ este variatia cantitatii de caldura in elementul e;

AQ, este cantitatea de caldura care penetreaza prin sectiunile x si X + Ax
(prin conductie, conform legii lui Fourier, cu coeficientul A(X) );

AQ, este cantitatea de caldurd care penetreaza elementul e pe suprafata

laterald (schimb de céldurd prin convectie, are loc o schimbare de caldura, conform

legii lui Newton cu coeficientul ou(x) intre bara si mediul inconjurator);
AQ, este cantitatea de caldura provenitd din interior (cu q(x, t) densitatea

unitarad timp-volum).

Se obtine

X+AX
A J. cpa—T ds= (—kaTJ +(kaTj
at X

X

X+Ax X+AX
—P | aT-T,)ds+A [q,(stds (1)

X

unde A>0, o >0.
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Primul termen din membrul drept poate fi scris in forma

(-3 +(:3)

Aplicand in continuare formula de medie

X+Ax
}z j i(xa—T)ds. 2)
X+Ax X ds ds

b
j F(x)dx =(b—a)FE) ,a<E<b , 3)

pentru Ax — 0 se obtine ecuatia de conductie a céldurii in bara subtire ( in care s-a
notat { = A/P)

oux)
L

In conditii stationare, ecuatia de conductie a caldurii 1n bara subtire trebuie sa fie

C(X)p(X)%—T(X,t) = i(MX)B—T) - (T-T)+q,(x,t)=0.(4)
t ox ox

de forma

i(k(x)‘i—Tj—@(T—Te)mv(x):o . xe(O,L) . ()
dx dx V4

AMx)>0, a(x)=0, xe[O,L] .

I. Analiza transferului de caldura.

Problema revine la determinarea functiei T care satisface ecuatia si conditia de

limita bilocala

4 (0 dT ) 4
dx(k(x)dxj+ ; T(x)=q,(x) , xe(0,a) (6)

MO)T'(0) = oy[T(0)-Te] , o, >0 (7)
Ma)T'(a) = o, [Ts — T(a)] , oy >0 8)
AMx)ZAg>0, au(x)=0 >0, 9)

qy(x) functie data care inlocuieste q,(x)+o(x)-T, /7.

Se introduc functiile u, f si constantele A si B, de expresii
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u(x)=T(x)-Ax—B , (10)

ou(x)

£(x) = g, (x) + A — 22 (Rx + B) | (an

040 (T, — T,)
oy [Ma) + act, |+ o, A(0)

A= (12)

%) (Ts B Tc ) +
oy [A(a) +aa, |+ a,h(0) ¢

B =2A(0) (13)

Problema revine la determinarea functiei u(x) care verifica ecuatia si conditiile

de limita omogene
Apu(x)= —i(k(x)d—uj +q(x)-u(x)=f(x) , xe (0,a)(14)
dx dx
M0)-u’(0)— o -u(0) =0, (15)
Ma)-u'(a)+a,-u(@a)=0. (16)

Consideram ca u € C2(0,a) N CI[O,a] unde

>0, 0,>0 , Ax)>0 , q(x)z%ZO,

f(x) este functia datd si A este operatorul Sturm — Liouville.

Operatorul Sturm — Liouville este definit astfel
A;:D(A)) c C'[0,a],

unde domeniul D(A) este
D(A;)= {u‘u e C2(0,)NC'(0.0)].
cu conditiile (15), (16) si f € C[0,a] , A(x)e C'[0,a] , q(x)e C[0,a].
Operatorul Aj este liniar, inchis, limitat (continuu) in intervalul " . ||C2(O,a)

si autoadjunct pe D(A), astfel incét
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a a
J.VAIudxzj.uAlvdx , u,ve D(AI). 17
0 0

II. Rezolvarea Galerkin pentru aproximarea clasica a solutiei

Rezolvarea Galerkin poate fi aplicatd pentru determinarea unei aproximari
analitice a solutiei clasice ue D(AI), pentru problema (14) — (16). Procedura de

aproximare constd in considerarea unei functii aproximative Uy € D(AI), care

verifica conditiile (15) — (16), dar nu verifica ecuatia diferentiala (14), avand forma

un(x) =Y 0 (x) , ¢ e D(A]) , ceeR', (18)
k=0

¢y fiind constante necunoscute si @, un sistem de functii in spatiul n+1 dimensional

care trebuie sa respecte conditiile
o € D(Ay),

@, sunt liniar independente,

¢ , k= 0,n formeazd un sistem complet de functii ((pk) _o in D(A}).

Ecuatiile Galerkin pentru problema (14) — (16) sunt

| {——(X( )d“Nj “(g")umm—f(x)}pj(x)dx:o . j=0n,

de

care dupa nlocuirea lui uy cu (18) conduc la ecuatiile

Sof a0

k=0 o

(X(X)(pk(x)}(pj(x)dx J.f(x)(pj(x)dx i=0,n(19)

Cu notatiile

i od d
aj = ﬂ—&(x(x) i{kj Oc(X)q>k(x)}pj(x)dx i k=0n (0
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bj=[f(x)@;(x)dx . j=0.n @1
0

unde
M0) 9(0) = oy ¢;(0),
Ma) @j(a) =—a, ¢5(a),
va rezulta sistemul liniar In necunoscutele ¢y
n —
Zajk ¢k =b;, j=0,n. (22)
k=0
Deoarece aj =ay; , matricca M =[a; ] a sistemului (22) este reald si

simetrica, iar conform teoriei, sistemul algebric (22) are solutie unica.

Coloanele matricei sunt introduse de relatiile
~ T g T
C=(C0’C1""’Cn) . b:(bo,bl,...,bn) (23)

T indicand transpusa matricei. Sistemul algebric Galerkin (22) se scrie in forma

matriceala

~

Xc=b. (24)

Se aleg functiile de forma

@o(x) =x*(x=b) , b= a[HLJ

2A(a) +aal,

a2 _ al(0)
o (x)=(a-x)(x+c), c 20y £ a0, (25)

o, (x)=x"@a-x)?. k=2,3,...n.
Propozitia 1. Functiile @y, din (25) verifica condifia @, € D(A).
Propozitia 2. Sistemul de functii ((Pk )E=O dat de (25) este liniar independent pe

intervalul [0, a].
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Demonstratie. Este usor de demonstrat ca functiile @, , k =0,n nu formeaza

nici o combinatie liniard. Presupunem ca d; sunt constante nu toate nule §i ca exista o

relatie de forma

do @o(x)+d; @ (x)+ Y di -9 (x)=0 , Vxe [0,a] (26)
k=2

Inlocuind expresiile functiilor ¢;, 1=0,n conform relatiei (25), identitatea

devine

P..,(x)=a’cd, +cd;(a—20)x + [— bdg + (c —2a)d; + adeJ- X%+
n
+ (do +d; —2ad, + a2d3)x3 + Z(azds —2ad,_; + ds_z)- x5 +
s=4
+(d,_;—2ad )x"" +d x"? =0 , vxe[0,a] . 27)

Dacé se considerd cd polinomul P, +2(X) are o infinitate de radacini pe [O,a]

atunci, conform unei teoreme algebrice, acest polinom este egal cu 0. De aceea se

impun conditiile

—bdy +a’d, =0,

dy —2ad, +a’d; =0,

d,_,—2ad,_,+a’d, =0, s=4n (28)
d,_,—2ad, =0,
d, =0,

de unde rezulta d, =0,d,_;=0,...,d,=0,d,=0,d;=0 .
Propozitia 3. Sistemul de functii ((Pk ):;0 dat de relatiile (25) este complet in

D(A)).
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Aceasta inseamna ca pentru V€ >0 in combinatia liniara data de functiile (18)

poate fi gasit numarul n si constantele ¢y astfel incat

u()—u,(x)[<e , ' (x)-up(x)<e ., Vue DA)).

Aplicatie. Sa se determine temperatura unei bare cilindrice, rigide, care are

capetele fixate In pereti cu aceeasi temperaturd T, si care contine surse interioare de
cildura (Figura 1). Lungimea barei este de L =1 m si raza r =0.01 m. In acest caz
vomavea { =A/P=1/200m.

T=T

T'(0)=T(0)-T,

L=1m x T=T(x)

T'(1)=T-T(1)
L

X

Figura 1. Bara cilindrica, rigida, cu surse interioare de caldura.

Vom considera urmatoarele functii
o(x
AMx) =Age™, q(x)= % =qpX., qy(x)=q,ox, x€[0,1].

Presupunand ca T, =T, cand u(x)=T(x)—T, , se poate considera ca

f(x)=1fyx, xe[0,1], unde fy =q,¢ —qpT.-
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Rezolvare numerica in MathCAD
Datele initiale:
A0 =30 g0 :=100 £f0:=5 a:=1
Lungimea barei:

1

lui=——
200

Considerdm functiile:

a(x) :=1lu-g0-x

si

A(a)
b=a-|1+
2-A(a) +a-o2

A (0)
2-2(0) +a-ol

ci=a

Fie functiile de formd

00 (x) = xz(x—b)

0L (x) = (a—x)z(x+c)
02 (x) :zxz(a—x)2
Rezulta
ra
o (x)
atp, 0= d—(—l(x) "d—(l)o (X)j+
Ldx dx 1lu
Y0
ra
o (x)
atg, 1= d—(—K(X) 'd—¢l ( )j"‘
|dx dx lu
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ra

atg 2= d—(—u )L (x)
|dx dx
Y0
ra
aty, 0= d—(—K(X) 'd—¢0 (x)
Ldx dx
Y0
ra
aty, 1:= d—[—x (x) 'd—¢l (%)
|dx dx
Y0
ra
aty, 2= d—(—l (x) 'd—¢2 (x)
|dx dx
Y0
ra
aty, 0= d—(—k(x) -d—¢0 (x)
|dx dx
Y0
ra
aty 1= d—(—k(x) Lo (x)
|dx dx
Y0
ra
aty 2= d—(—Mx) L (x)
|dx dx
Y0

Matricea sistemului este:
21304 6.495 -0.539
at=| 6495 13.644 1.294
-0.539 1.294 1.061

Matricea termenilor liberi este:

a
b():=J £(x) 00 (x) dx by :

0

* ) 2 ( )_
+

1u ¢ X_
L2 0 >_

1lu s x_
L2 a0 >_

1lu ¢ x_
L2 0 >_

1lu ¢ x_

o (%) ( )_
+ .

1lu s X_

* ) L ( )_
+ .

1lu ¢ X_

olx) ( )_
+ .

1lu ¢ X_

ol

02

dx

dx



2.6 - Transferul de cdldurd in bard 135

a —-0.667
b2:=J f(x)¢2 (x) dx  b=| 0306

0
0.083

Rezolvarea matriceald a sistemului:
—0.044
c0 = at ! - b c0 = 0.043

3279 % 1077

Functia aproximativa:
u(x) :=c0p00 (x) +cOr-¢l (x) +c0p-02 (x)
Functia temperatura:

T(x) :==u(x) +300

Figura 2 prezinta graficul distributiei temperaturii in bara.

300.019
300.018286 /“" B
300.017571 /

300.016857
T(—X) 300.016143 // \\

300.015429 \
300.014714/

300.014
0

0.25 0.5 0.75 1

X
Figura 2. Graficul distributiei temperaturii In bara,

simulare in MathCAD.
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Rezolvare numericia in MATLAB

Programul urmator calculeaza distributia temperaturii in bard prin metoda

Galerkin.

clear,clc;
%$Datele initiale:
lamda0=30;
q0=10;
£0=5;
a=1;

$Lungimea barei:
1lu=1/200;

%$Se considerd functiile:
alfa=@(x)lu*g0*x;
f=Q(x)£0*x;
lamda=0@ (x) lamda0*exp (x) ;

%$Consideradm:
alfal=lamda(0);
alfaz2=lamda(a);
b=a*(l+lamda(a)/(2*lamda (a)+a*alfa2));
c=a*lamda (0)/ (2*lamda(0)+a*alfal);

%$Fie functiile:
£fi0=0(x)x"2* (x-Db);
fil=Q(x) (a—-x)"2* (x+C) ;
fi2=0(x)x"2* (a—-x)"2;

$Integranzii:
at=zeros (3);

inte00=Q@ (x) (x."3-4.*x.72/3) .*(10.*x.74-40.*x."3/3-
10.*exp(x) . *(9.*x.72+10.*x-8) ) ;
at(1l,1)=quad(inte00,0,a)

inte01=Q(x) (-30.*exp(x) .* (-2.* (1-x) .*(x+1/3)+(1-x) ."2) -
30.*%exp(x) .*(6.*x-10/3)+10.*x.*(1-x) ."2.%(x+1/3)) . *x."2.% (x—
4/3);

at(l,2)=quad(inte01,0,a)
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30.
x) .

30.

30.

X) .

30.
X) .

30.

inte02=0(x) (-30.%*exp(x) .*(2.*x.*(1-x) ."2-2.*x."2.% (1-x))—
*exp (x) . *(2.%(1l-x) ."2-8.*%x.*(1-x)+2.*x.72)+10.*x."3.* (1-
~2) L rx . N2.%(x-4/3);

at(1l,3)=quad(inte02,0,a)

intel0=Q(x) (-30.*exp(x) .*(2.*x.* (x-4/3)+x."2) -
*exp(x) . *(6.*x-8/3)+10.*x.73.%(x-4/3)).*(1-x) ."2.* (x+1/3);
at(2,1)=quad (intel0,0,a)

intell=Q(x) (-30.*exp(x) .* (-2.*(1-x) .*(x+1/3)+(1-x) ."2) -
*exp(x) . *(6.*x-10/3)+10.*x.* (1-x) ."2.* (x+1/3)) .*(1-
~2.0% (x+1/3);

at(2,2)=quad (intell, 0, a)

intel2=0@(x) (-30.*exp(x) . *(2.*x.*(1-x) ."2-2.*x."2.% (1-x))—
*exp(x) . *(2.*(1-x) ."2-8.*%x.*(1-x)+2.*x.72)+10.*x."3.* (1-
~2) L (1-x) 2.7 (x+1/3) ;

at(2,3)=quad (intel2,0,a)

inte20=Q(x) (-30.*exp(x) .*(2.*x.* (x-4/3)+x."2) -
*exp(x).*(6.*x-8/3)+10.*x."3.%(x-4/3)) .*x."2.*%(1-x) ."2;
at(3,1)=quad (inte20,0,a)

inte21=0@(x) (-30.%exp(x) . *(-2.%(1-x) . *(x+1/3)+(1-x)."2) -

LFexp (x) .*(6.*%x-10/3)+10.*x.* (1-x) ."2.%(x+1/3)) .*x."2.*(1—
25

at(3,2)=quad (inte21,0,a)
inte22=0(x) (-30.%exp(x) . *(2.*x.*(1-x) ."2-2.*x."2.% (1-x))—

JFexp (x) LF(2.%(1-x) . "2-8 . x . F (1-x)+2.%x."2)+10.*x . "3 L% (1-
N2) U207 (1-x) LN 2;

at(3,3)=quad (inte22,0,a)

b=zeros(3,1)
intb0=0@(x)5.*x."3.*(x-4/3);
intbl=0Q(x)5.*x.*(1-x).72.*(x+1/3);
intb2=0Q(x)5.*x."3.*(1-x)."2;

b(1l)=quad(intb0,0,a)
b(2)=quad(intbl, 0, a)
b(3)=quad(intb2,0, a)

%$Rezolvarea matriceald a sistemului:
cO=inv(at) *b

$Functia temperatura:
for i=0:0.01:1
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u=c0(1)*fi0(1i)+c0(2)*f1i1(1)+c0(3)*fi2(1i)+300;
plot(i,u, '*', 'markersize',5);grid on;hold on
end

Rezultatele obtinute Tn urma ruldrii sunt urmatoarele

at =
17.6732 7.4830 -0.1823
7.4830 12.4177 1.0439
-0.1823 1.0439 0.9897

-0.6667
0.3056
0.0833

-0.0643
0.0628
0.0061

In Figura 3 este prezentat graficul distributiei temperaturii in bara.

e
300.027
300.026
300.025
300.024

300.023

TEMPERATURA BAREI

300.022

300.0214

a 0.1 oz 03 04 05 06 07 08 09 1
LUNGIMEA BAREI

Figura 3. Graficul distributiei temperaturii In bara,

simulare in MATLAB.
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§2.7 DISTRIBUTIA TEMPERATURII iINTR-UN
CONDUCTOR ELECTRIC

Consideram un conductor elastic strabatut de un curent electric I constant n timp
(Figura 1). O parte din energia electricad transmisd de-a lungul conductorului se
trensformd prin efect Joule-Lenz in caldurd, ridicind temperatura conductorului
deasupra celei a mediului ambiant. Ipotezele problemei sunt urméatoarele:

* actiunea termicd a curentului electric poate fi descrisa prin termenul sursa () ;

* conductorul este perfect izolat, astfel incat fluxul termic spre mediul ambiant

este nul.

T4

a b X
Figura 1. Conductor izolat, strabatut de curentul electric L.

Cunoscand coeficientul de conductivitate termicd A a materialului, se pune
problema analizarii distributiei temperaturii T de-a lungul conductorului electric, unde

T:R —- R, T(x) fiind temperatura in punctul de abscisi x.

Distributia temparaturii T verifica ecuatia diferentiala
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9T
A—+qy=0, (L
ax2 ?
si conditiile la limita
T(x)=T, daca x=a 2)
T(x)=T, daca x=b, 3)

unde T este functia de temperaturd, A este coeficientul de conductivitate termicd, q

este fluxul termic volumetric al surselor de caldura.
Problema poate fi formulatd in mod echivalent aplicind calculul variational.

Astfel, trebuie sa se gaseasca functia T care minimalizeaza functionala

A(dTY
i(T)=| E(d_xj —qoT (x 4)

a
si satisface conditiile la limita (2).
Observatie. Teorema lui Euler. Daci F(x,y,y’) apartine clasei c? pentru
X€[X),X,]sl y, y' luand valori arbitrare si daca y(x) realizeaza un extremum relativ

al integralei
X ’
yl=[ " Fexy,y)dx

in multimea functiilor din clasa C? care satisfac conditiile la limita
Y(Xl): ME Y(X2)= Y2,
atunci y(x) verifica ecuatia lui Euler

7 d /-
F,(x,v,y)——FE (X,y,y)=0.
y(X.y,¥) = v (X, ¥,Y)

Deoarece

d , , ,
&Fyf(x, v.Y)=Fy +Fyy +Ey,

ecuatia lui Euler corespunzatoare functionalei, se mai poate scrie sub forma
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Fyfy'y + Fyy»y + ny» - Fy =0.
In cazul functionalei (3), avem
2
A(dT
Fx, T, T')=—| — | —q,T,
2 ( dx j do
de unde
Fr=AT'. Fpp=A, Fp=0. Ep=0. Fr=-Q,
si prin inlocuire rezultd ecuatia (1).
Figura 2 prezinta discretizarea conductorului folosind elementele finite

unidimensionale de tip liniar.

L
Zp= |
T |
T i

T AP

T, ] | : |

RN .|

| > I N ' R R N Y I °3 i =

4+ DI CY] DY) + i

Figura 2. Discretizarea conductorului in elementele finite

unidimensionale de tip liniar.

Sa notdm contributia unui elemnt finit oarecare e prin

o dary?
I°°(T)= || =| — | —qoT ldx, 5
(T) j Z(dxj qoT dx 5)
rezultand
4
I(T)=)_I°(T). 6)

e=1
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Modelul global al distributiei de temperatura de-a lungul conductorului electric
se obtine In mod generativ pornind de la modelul elemental J <> (T), pe care il vom
explicita 1n cele ce urmeaza.

Consideram un element finit oarecare e, definit prin lungimea sa /¢ <€ =x iTX
si prin vectorul valorilor nodale de temperatura

T

1

T

<e>
T =

)

Alegand de la inceput o variatie liniard intre T, si T., rezultd ca functia de
interpolare a temperaturii pe acest element este
T (x) =0y + 01X , (8)

unde coeficientii O si O, se determind 1n functie de valorile nodale ale temperaturii

T}:(X1+(X2X1,Tj:al+a2xj', (9)
in forma
Tx;—Tix: T.—T,
(%] =_1J )t ‘]< J! , Oy = J ! (10)
E e> £<e>

Inlocuind relatia (10) in (8) si rearanjand termenii, se obtine functia
T (x) = N; (0T, + N ()T (11)
unde T; si Tj sunt valorile campului termic in nodurile i si j ale elementului finit

considerat.

Functiile de interpolare

X—X
<e>

i

s Nj(x):

Xj—X
Ni(x):fT

(12)

se numesc si functii de forma, deoarece ele depind de forma geometricd a elementelor

finite. Functia T<® definita prin (11) se scrie de obicei sub forma
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) T,
T<e>(X) — [Nl N]] |:T
J

:|:N'T<e>

(13)
Inlocuind (13) in (5), rezulta

g BRI R

2
Impunénd conditia de stationare a functionalei in raport cu variabilele nodale

j<e> (Ti7Tj

Xj

T, si T;, se obtin egalitatile

8J<e>( XJ{ dN; [dN;, dN; [T | }

& (r,1y)= [ SN g N dx =0, (15)
oT, ! ;[1 dx | dx dx ||Tj]

oI ( I, dNGTaN, NG [T

o Ti’Tj):J | AN T ~q,N;rdx =0. (16)
aTJ X; X L dx dx B _Tj_

Putem generaliza studiul considerdnd cd A nu este constant de-a lungul

intregului conductor.

‘A .. . N - . <e>
Rearanjand termenii si observand cd vectorul valorilor nodale T nu

depinde de x, rezulta

Xj

J

i
Xj
j}‘<e>
X.

1

e ANy
dx

a,

dx

dNi 4,
dx

dN;

.—1dx

dx

Xj

J

i
Xj
j}‘<e>
X.

1

dx

;.

dx

oo N ANy

dN; M
3 lax | | T; j N;qydx
X
Xj
N = X (17)
—Jax N.g,dx
dX TJ )_(" JqO

Asambland acum toate elementele finite din domeniul considerat, se obtine

modelul global

k<e> . T<e>

<e>
=F ,

(18)
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unde matricea de rigiditate k< contine coeficientul de conductivitate termica 7\,<e>,

<e>

F*°> contine fluxul termic volumetric q§> . Vectorul

iar termenul liber
temperaturilor nodale constituie n acest caz vectorul marimilor necunoscute ale
problemei.

Aplicatie. Sa se determine distributia temperaturii de-a lungul unui conductor

electric realizat din cupru de lungime L =5 m. Coeficientul de conductivitate termica

w

a materialului este 7»23.73—0. Se discretizeaza domeniul de analizd in n
cm -

elemente finite liniare. Temperatura la cele doud capete ale conductorului este
T, =50 °C si T, =60 °C.
Cazul 1. Considerdm discretizarea din Figura 3, pentru n =2 elemente finite

liniare.

Figura 3. Discretizarea conductorului in doua elemente finite liniare.

Sistemul matriceal elemental este
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_ _ L _
5
dx 0
L Tl
2 2
Ik%-%dx Ik%.%dx T J-quOdX
dx dx dx dx K
unde
L
-x_o * 2x X 2x
2 2 2 2

L L
2

jdeO dNOd = (_EJ(_gjd :ﬁ,
0 dx X 0 L L L
L L
2 2
J.k% %d _?LJ'(—gjgdx:—z—x,

dx X LJL L
0 0
L L
2 4N, dN 220 2 20
[ Mo 2 2y 2
0 dx dx 0L L L
L L
2 dN, dN 222 22
[A= S lax =[S Sdx =2,
o dx dx JLL L
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L
2

2x 1
Nigodx = [ (1==)dx = gL,

0
L
Niagdx = ag [ 2k = Lq,L

ST O

Introducand aceste rezultate Tn sistemul matriceal rezulta modelul numeric

elemental
fov o || To| T
=t = — qOL
5o =1
2 2
== 24 —qoL
L L L T 4

respectiv in forma lui numerica

(15 -15 Ty 1.25
=do :

-1.5 15 | T 1.25

Modelele elementale expandate pentru cele doud elemente sunt

15 -15 0T, 1257 [0 o o T, 0
-15 15 0| T |=qo[1.25:|0 15 —15||T |=qpl1.25
0 0 O0||T, 0|0 -15 15T, 1.25

Asambland modelul elemental pentru cele doud elemente finite in care a fost

discretizat conductorul, se obtine ecuatia matriceala

15 -15 0 T, 1.25
~1.5 15415 —15( T |=qo 25 |. (19)
0 -15 15T, 1.25

Considerand g, =1si impunand conditiile initiale, rezulta relatia
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10° -15 0 |[1,] |50-107
-15 3  -15|T|=| 25 (20)
0 -15 108 | T,| |60-105

Solutiile care se obtin sunt

T, =50°C, T, =55.838°C, T,=60°C.

Cazul II. Se discretizeaza domeniul de analiza n 3 elemente finite liniare.

T

T T
L 1 2a—~——~_?
e T,
] 1 1 ] I
'Hf/ﬁ N
LD el
> =0 o RN h h

Figura 4. Discretizarea conductorului 1n 3 elemente finite liniare.

Sistemul matriceal elemental Tn acest caz este

j)udNO dNO d J-}\,dNO ) le dX TO

Nyqndx
dx 0o

Z
Ka]

(e]
[=R
>

|
W [HO W |

0
L
3
v N, ple.le Nk
0 dx

unde functiile de forma se calculeaza astfel
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——X
_XNoX_3 3 _X=Xp_ X
3 3 3 3

dNy 3 dN; 3

b}

dx L dx L
Integralele care apar 1n matricea caracteristica elementala si in matricea

termenilor liberi sunt

L
3
(222
dx L
L
3
O oy g 3By
dx dx OL L L
1

J

0

L L

3 3

{Niqodx =(qy '([ (1- %)dx = quL ,
L L

3

|

0

Introducand aceste rezultate in sistemul matriceal elemental, se obtine
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Ty 1

31 3L

= = —qyL
S w70 0
3 3

- = —q,L

L L J|T]| L6

Expandand fiecare element finit si asambland, se obtine in final sistemul

matriceal global

Lk A Lk A 1 6 1
L N O 0 ||Ti| |=qoL+—=qoL
L L L L , _|6 6 21
L L 7LL 7% 2| |gdomTgdo
3 3 1
0 0 > 22 ~quL
i L L JIT] | % |

Inlocuind valorile numerice cunoscute si considerand fluxul termic volumetric

qo = 1, rezulta sistemul matriceal

2238 —2.238 0 0 T, 0.833
-2.238 4476 —-2.238 0 . T _ 1.667 @)

0 —-2.238 4476 -2238||T, 1.667

0 0 —-2.238 2238 | | T 0.833

Utilizarea conditiilor la limitdi T, =350 °C, T; =60 °C  implicd rezolvarea

sistemului matriceal

10° -2238
—2238 4476 -2.238 0 ||T|_| 1667 03
0 —2238 4476 -2238||T, 1.667 |

0 0 -2238 10P T;| |60-10

Rezolvand acest sistem de ecuatii se obtin urmatoarele valori pentru

0 0 To| |50-10"

temperaturile nodale
Ty =50°C, T,=54.078°C, T,=57.411°C, T;=60°C.
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Rezolvare numericia in MathCAD

Varianta 1. Cu ajutorul programului urmétor vom analiza cazul in care conductorul se

discretizeaza in 2 elemente finite liniare.

ORIGIN=1

Lungimea conductorului
lu:=5

Fluxul termic volumetric

gl0:=1

Coeficientul de conductivitate termica

TL =

TL =

1

Z~q0~lu
1 1
Z~q0-lu+z-q0~lu

L 0.1
~ . 40-1u
7@

1.25
2.5
1.25

A =373
Matricea caracteristicd si matricea termenilor liberi
2-A 2-A
1lu 1lu
2-A 2-A 2-A 2-A
MK = +
1lu 1u 1u 1u
2.\ 2-A
0 _
1lu 1lu
1492 -1.492 0
MK=|-1492 2984 -1.492
0 —-1.492 1.492

Impunerea conditiilor initiale

Mc = MK Tc = TL
Mcyp, | := 1015 Mc3, 3:= 1015
Teqp:=50 10" Tez=60-10"
1x10"° 1492 0
Mc=| —1492 2984 —1.492
0 -1492 1x10"

Tc =

5% 101°
25

6x 100
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Rezolvarea matriceald a sistemului si solutiile

Varianta 2. Distributia temperaturii in cazul in care conductorul se discretizeaza in 3

elemente finite liniare este analizata cu urmatorul program.

ORIGIN=1

Lungimea conductorului
lu:=5

Fluxul termic volumetric
gl0:=1

Coeficientul de conductivitate termica

A =373
Matricea caracteristicd si matricea termenilor liberi
3-A 3-A
e 0 0
1lu 1lu
3-A 3-A 3-A 3-A
—_—t— 0
1lu 1lu 1lu 1lu
MK:=
3-A 3-4 3-A 3-A
0 —_——
1u 1lu 1u 1lu
3-A 3-A
0 0 —_—
1lu 1lu
2.238 -2.238 0 0

—2.238 4476 2238 0
0 —2.238 4476 -2.238
0 0 —2.238 2.238
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! 0-1
2 .40 1u
6 q
1 1 0.833
— O . l + — . O . l
o TRt A 1.667
1 1 1.667
—-g0-1lu+—-g0-1lu
6 6 0.833
! 0-1
~ .40 1lu
5 g
Impunerea conditiilor la limitd
Mc = MK Tc = TL
Mcp, 1:= 1015 Mcq , 4= 1015
Tep:=50-10" Tcy=60-10"
1x10° 2238 0 0 5% 1010
—2.238 4476 —2.238 0 1.667
Mc = Tc =
0 -2.238 4476 -2.238 1.667
0 0 -2238 1x10° 6x 10'°

Distributia temperaturii

-1

te = Mc - Tc
50
54.078
te =
57.411
60

Varianta 3. Programul urmaétor analizeaza distributia temperaturii in conductor, pentru

o discretizare in n = 4 elemente finite liniare si, totodatd, permite generalizarea la n

elemente finite.

ORIGIN= 1
Lungimea conductorului
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lu:=5

Fluxul termic volumetric
gl0:=1

Coeficientul de conductivitate termicd
A:=3.73

Temperatura in primul nod
T_prim = 50

Temperatura in ultimul nod
T_ultim := 60

Numdarul de elemente finite liniare
n:=4

Lungimea unui element finit

1lu
lelem:=—
n

Functiile de formd

X X
Nl (x) :=——— NO(x) =1—-——
lelem lelem
rlelem
terml = A g—NO(x) . 81—NO(x) dx
dx dx
rlelem
term2 = A g—NO(x) . 81—Nl(x) dx
dx dx
Y0
rlelem
term3 = A 9—Nl(x) . g—Nl(x) dx
dx dx
Y0

Asamblarea matricei caracteristice globale
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MK := for iel.. n+1
for jel.. n+1
Ei S5 «~0
E1, 1 ¢ terml
En+1, n+1 ¢ term3
for tel.. n-1
Et+1, t+1 ¢ term3+ terml
for pel.. n
Ep41, p ¢ term2

Ep, p+l ¢ termz

E
2984 -2.984 0 0 0
-2.984 5968 -2.984 0 0
MK = 0 -2.984 5968 —2.984 0
0 0 -2.984 5968 -2.984
0 0 0 -2.984 2984

Asamblarea matricei termenilor liberi

lelem
termlil:=J g0-NO (x) dx
0

lelem
termli2:=J g0-N1(x) dx

0
TL = for iel.. n+1 0.625
L ¢ termlil 1.25
for je2. n TL=| 125
Lj ¢ termli2+ termlil 125
. 0.625
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Impunerea conditiilor la limita

Mc = MK Mcyp, 1:= 1015 Mch+1, n+l = 1015
. s | s
Tc :=TL Tcq:= T_prim- 10 Tcp+1:=T_ultim - 10
1x10"° 2984 0 0 0 5% 10
2984 5968 2984 0 0 1.25
Mc=| 0 2984 5968 2984 0 Te=| 125
0 0 2984 5968 -2.984 1.25
0 0 0 -—298 1x10” 6x 10'°

Rezolvarea matriceald a sistemului

te:=Mc_1-Tc
50
53.128
te=| 55.838
58.128

Rezolvare numericia in MATLAB

Se considera cazul in care fluxul termic volumetric este variabil, conductorul

fiind discretizat in 3 elemente finite liniare.

clc,clear,
$Lungimea conductorului
1lu=5
$Coeficientul de conductivitate termica
lamda=3.73
$Matricea caracteristica
term=(3*lamda)/lu;
MK=[term -term 0 0O;-term 2*term -term 0;0 -term 2*term -
term;0 0 —-term term]
$Matricea caracteristicd cu conditii la limita
Mc=MK ;
Mc(1l,1)=10"15; Mc(4,4)=10"15;
$Matricea termenilor liberi
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for 1i=1:30

g0 (i)=1+0.5*(i-1);

tel=(g0(i)*1u)/6;

TL=[tel; 2*tel; 2*tel; tel]

%$Matricea termenilor liberi cu conditii la limita

Tc=TL;

Tc(1)=50*10"15; Tc(4)=60*10"15;

te=inv (Mc) *Tc;

disp('Fluxul termic volumetric TO T1 T2 T3")

rez(i,1l)=g0(1i);

rez(i,2)=te(l);rez(i,3)=te(2);rez(i,4)=te(3);rez(i,5)=te(4)

end;

In urma rularii programului se obtin urmatoarele rezultate:

Fluxul termic TO T1 T2 T3
rez =
1.0000 50.0000 54.0780 57.4114 60.0000
2.5000 50.0000 55.1951 58.5284 60.0000
4.0000 50.0000 56.3122 59.6455 60.0000
5.5000 50.0000 57.4293 60.7626 60.0000
7.0000 50.0000 58.5463 61.8797 60.0000
8.5000 50.0000 59.6634 62.9967 60.0000
10.0000 50.0000 60.7805 64.1138 60.0000
11.5000 50.0000 61.8975 65.2309 60.0000
13.0000 50.0000 63.0146 66.3479 60.0000
14.5000 50.0000 64.1317 67.4650 60.0000
16.0000 50.0000 65.2487 68.5821 60.0000
17.5000 50.0000 66.3658 69.6991 60.0000
19.0000 50.0000 67.4829 70.8162 60.0000
20.5000 50.0000 68.5999 71.9333 60.0000
22.0000 50.0000 69.7170 73.0503 60.0000
23.5000 50.0000 70.8341 74.1674 60.0000
25.0000 50.0000 71.9511 75.2845 60.0000
26.5000 50.0000 73.0682 76.4015 60.0000
28.0000 50.0000 74.1853 77.5186 60.0000
29.5000 50.0000 75.3024 78.6357 60.0000
31.0000 50.0000 76.4194 79.7528 60.0000
32.5000 50.0000 77.5365 80.8698 60.0000
34.0000 50.0000 78.6536 81.9869 60.0000
35.5000 50.0000 79.7706 83.1040 60.0000
37.0000 50.0000 80.8877 84.2210 60.0000
38.5000 50.0000 82.0048 85.3381 60.0000
40.0000 50.0000 83.1218 86.4552 60.0000
41.5000 50.0000 84.2389 87.5722 60.0000
43.0000 50.0000 85.3560 88.6893 60.0000
44.5000 50.0000 86.4730 89.8064 60.0000
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§2.8 DISTRIBUTIA TEMPERATURII INTR-UN
CAMP TERMIC CONDUCTIV

Consideram cazul unui cAmp termic conductiv, caracteristic mediilor solide sau
mediilor fluide, a caror particule au o vitezd de deplasare atit de mica, incat
fenomenele convective pot fi neglijate. Atunci cand variatia temperaturii Intr-o anumita
directie este mult mai mare decat in celelalte doua directii ale unui sistem de referinta
(reper) cartezian, acest cAmp termic poate fi considerat unidirectional.

Ecuatia fundamentald a transferului de caldurd in acest caz (in prima
aproximatie) este

3 (. aT oT
9 (9T —pc. 21 1
ax( axJ+q° P 5 M

unde T este functia de temperaturd, A - coeficientul de conductivitate termica, qo-

fluxul termic volumetric al surselor de caldurd, p - densitatea materialului, Cp -

céldura specifica a materialului.
Dacéd ne referim numai la regimul termic stationar (T=T(x)) si la cazul unui
mediu cu proprietdti termice liniare (A - const.), atunci ecuatia fundamentald a

campului termic devine
2
2T g0 =0 @
dx
Conditiile la limita pot fi de tip Dirichlet — atunci cand se specifica temperatura,
de tip Neuman — atunci cand se specifica fluxul termic si de tip Cauchy — cand se
specifica temperatura fluxului ambiant si coeficientul de transfer a caldurii spre, sau
dinspre suprafata corpului solid (Figura 1). Matematic, aceste relatii de calcul se pot

scrie astfel

T=g(r),xe St 3)
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dT
A—n+q=0, xeS 4
L nTd . )
kj—Tn+oc(T—Tu)=0,xeSa (5)
X

unde s-a notat cu g o functie de temperaturd cunoscutd, n - versorul normalei la

suprafata de frontierd consideratd, q - fluxul termic prin suprafata de frontierd

consideratd, 0l - coeficientul de transfer al caldurii de la, sau spre mediul ambiant. Toc -

temperatura mediului ambiant, ST,Sq S, - pinze ale suprafetei de frontierd pe care se

specifica temperatura, fluxul termic si respectiv temperatura mediului ambiant
impreund cu valoarea coeficientului de convectie ¢/. Modelul analitic de baza este
constituit in acest caz din ecuatia fundamentala (2) care Incorporeaza legea constitutiva
pentru coeficientul de conductivitate termicd ( A - const.) si conditiile la limitd
specificate prin relatiile (3)-(5). Mentiondm ca, in functie de complexitatea problemei

analizate, aceste conditii la limita pot fi prezente toate sau numai in parte.

A
L W LN
s - (j., B ) )
Te é_q'; \:f 1 © ]
Cp C
a b c d

Figura 1. Campul termic conductiv

a) Dirichlet; b) Neuman; ¢) Cauchy; d) element liniar finit.

Considerand discretizarea din Figura 1d, folosind elementele finite
unidimensionale de tip liniar, pentru un element finit oarecare e cu nodurile i si j,

functiile de forma sunt

Ni(x)=——, Njx)=—+ ©)
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unde x; si x; sunt coordonatele nodurilor i si j, iar {=X;—X; este lungimea

elementului finit.

Functia de aproximare a temperaturii pe domeniul unui element finit este
T (x) = Ny() T, + N ()T, ™)
unde T; si T; sunt valorile campului termic in nodurile i si j ale elementului finit
considerat.
Pentru transformarea modelului analitic de baza intr-o forma integrala vom
aplica metoda lui Galerkin. Introducdnd functia de aproximare a temperaturii (7) in

ecuatia

d’T
)\.dx—2+q0:0, )

scrisd la nivelul elemental, aceasta nu mai este satisfacutd, obtinadndu-se un reziduu
<e>
R

}\‘<€> dzg‘ + q36> — R<6> ) (9)
dx

A

Acest reziduu se anuleazd numai pentru cazul limitd cand T(X):T(X).

<e>

Integrand acest reziduu pe subdomeniile V ale domeniului de analiza V, se pot

gasi anumite functii de pondere H, astfel incat
n
Y. [HRav=0. (10)
e=1 y<e>
In varianta lui Galerkin, aceste functii de pondere se considera a fi chiar functii

de forma. Se obtine astfel sistemul de ecuatii elementale
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(N R<e>) J’N 7\’<e>((112_+q0e> dV =0
y<e> X
A (1)
(N R<e>) J‘N x<e>§+q0e> dV =0
y<e> X

unde s-a notat cu (f , g) produsele scalare a functiilor f §i g. Considerand constanta

sectiunea transversala printr-un element finit (A= const.), se obtine sistemul

0 27T :
jNi ¥ —+q;% dx=0
5 dx?
A (12)
i 2T
[N e g5 ax=0
5 dx?

unde cu £ s-a notat lungimea unui element finit. Folosirea indicelui e se face pentru a

sublinia faptul cd proprietitile mediului ( <> .q5¢” ) pot avea valori diferite de la

un element la altul. Observand ca

d dT dN;, dT d2
- 7\,<C>N — 7\‘<e> 7\,<C>N

dx dx dx dx dx Ax2
A cey 4T ar _j<e> ANy ar acen, T
dx T dx dx  dx dx2 ’

ecuatiile (12) se pot scrie astfel
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/
J'i 7\'<e>N dT _J‘A'<e> dN dT S J’ qu<e>dx -0,
" dx dx dx dx
{ { )
J‘i 7h<e>NJ dT dx _J.}‘<e> i dT 9k + J‘ NJq8e>dX -0
" dx dx 0 dx dx

Integrand primii termeni si aplicind legea lui Fourier in nodurile i si j ale

elementului finit considerat, rezulta

Ni}\‘<e> d_T _ Ni}\‘<e> d_T — _Ni}\‘<e> d_T — ;
dx X =X; dx [x =x; dx [x =x;
A (14)
N'?\,<e> ﬂ 7\’<e> dT 7\’<e> dT _ _q‘
dx X=Xj dx [x = x; dx [X =X; .
Introducand (14) 1n (13) obtinem
fomdNdT _f
J.k ! —dX jNqu dx+q;
dx
0 0
(15)
dN; dT
<e> <e>
J.K I dx INJqO dx —q;
Introducand functia de aproximare a temperaturii (7)
T (x) = Ni(®)T; + N ()T,
in ecuatiile (15) si rearanjand termenii, se obtine sistemul matriceal
- , -
. . . dN;
j pee> AN NG j?\<e> N T || T .[NICIo%dx +q;
0 dx dx 0 dx dx
l ¢ - (16)
dN. dN. dN. dN;
7\‘<e> _J . _ldX )\‘<e> _J . _de N . <e>dX .
~([ dx dx '([ dx dx T; j ido i
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Sa evaluam coeficientii matriceali

l <e>
J‘;\’<e> dN dN dx = }‘<e>j(_ 1](_ ljdx — X
dx  dx l l l

0 0

dN; dN; r <e>
J'}\’<e> R —7\,<e>J.1-ldX=7\’
0 dx dx 0 I l
0 ces dN; AN o 1)1 A=
J.?\,<e>—1-—JdX=7\,<C>J.(——J-—dx=—
0 dx dx o\ L)L 14
4 X 1
J‘N1q8e>dx = g5 J‘ i TX gx = —qe
0 X;
l X 1
J'quse»dx =g '[X Xi gk = —q5y
0 . l 2

Introducand aceste rezultate 1n sistemul matriceal (16), se obtine

}\’<e> ?L<e> T

1

- Q0 L+
l ‘. —|2 17
ASe> A<e> 1 cos (17)
=90 {—q;
/ Y Tj 2
de unde se obtine modelul numeric elemental
k<e> . T<C> — F<C> (18)

. e e qe <e> . .. .. . - <e>
unde matricea de rigiditate k contine coeficientul de conductivitate termicd A~ ,
. . <e> . . . <e> . . .
iar termenul liber F contine fluxul termic volumetric ¢y ~ si fluxurile termice

nodale q; si q;. Vectorul temperaturilor nodale constituie in acest caz vectorul

marimilor necunoscute ale problemei.
Aplicatie. Sa se determine distributia de temperaturd intr-un element de

combustibil nuclear de tip placa, cu dimensiunile 1220X90Xx 6 mm. Elementul este



2.8 - Distributia temperaturii intr-un cAmp termic conductiv 163

realizat din uraniu metalic cu Tmbogatirea de 1.5%, conductivitate termica

k=0.32—° si densitatea surselor de caldurd care se considerda uniform
cm-

w
distribuite q( = 226—3. Temperatura pe cele doud fete laterale ale placii este de
cm

334°C.
Se discretizeaza domeniul de analiza in 6 elemente finite liniare, numerotate ca

in figura alaturata (Figura 2).

N

001601616
Y5

Figura 2. Discretizarea domeniului de analiza in elemente finite liniare.

—
Cu

Matricea de conexiuni se prezinta astfel

Tabelul 1. Matricea de conexiuni dupa elemente.

Elemente Noduri

AN |wo|—
NI EN I N
Q||| W=

Deoarece se folosesc elemente finite egale iar domeniul de analizd este omogen,

rezulta ca fiecare element finit va avea acelasi model elemental
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A AT

A

= = ) —anfl —q:
/ / TJ 2q0 qJ

respectiv, in forma lui numerica

32 =321 |T| (113 +g
32 32|17 |113 —q| ¥

Expandand fiecare element finit §i asambland, se obtine in final sistemul

—qol +q;

—_—N | =

; (19)

matriceal global al intregului camp termic analizat

(32 =32 0 0 0 0 0 ][T] [113]
35 64 -32 0 0 0 0 ||T| |226
0 -32 64 -32 0 0 0 ||[T,| |226
0 0 -32 64 -32 0 0 ||T3|=|226]@n
0 0 0 =32 64 -32 0 ||[T,| |226
0 0 0 0 =32 64 -32|[T5| |226
0 0 0 0 =32 -32||Ts| [113]

0

Utilizarea conditiilor la limitd Ty = 334°C, Ty = 334°C transforma sistemul de

ecuatii (21) in

0% 32 0 0o o o0 o0 |[T] [334107]
-35 64 -32 0 0 0 0 ||T 22.6
0 -32 64 -32 0 0 0 ||T 22.6
0 0 -32 64 -32 0 0 |'|T|=| 226 |22
0 0 0 =32 64 -32 0 ||T 22.6
0 0 0 0 =32 64 -32/|Ts 22.6
0 0 0 0 0 =32 10°]|Ts] |334-10"

Rezolvand sistemul de ecuatii (22) se obtin urmatoarele valori pentru

temperaturile nodale
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T, =334°C, T, =351.656°C, T, =362.25°C, T, =365.78°C,

T, =362.25°C, T5 =351.656°C, T, =334°C.

Temperatura intr-un punct oarecare din elementul combustibil nuclear se afla

prin interpolare, folosind functia de aproximare a temperaturii

%(X) = Ni (X)Ti + NJ(X)TJ .

Sa consideram, de exemplu, un punct de abscisa X =0.15 apartinind

elementului finit 2. Temperatura in acest punct va fi

T(0.15) = % -351.67 + % .362.27=356.97°C.

Rezolvare numerici in MathCAD

Varianta 1.
Cu ajutorul programului urméator vom analiza cazul in are domeniul de analiza se

discretizeaza in 6 elemente finite liniare.

ORIGIN=1
Grosimea pldcii in cm
gr :=0.6
Coeficientul de conductivitate termicd
A :=0.32
Fluxul termic volumetric
g0 = 226
Lungimea unui element finit

gr

6

lu:

Matricea termenilor liberi si matricea caracteristica
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1
—.qg0-1u
2 11.3
q0-lu 22.6
q0-1lu 22.6
TL = q0-1lu TL=| 22.6
q0- 1lu 22.6
q0-1lu 22.6
1 11.3
— . g0-1u
> q
A A
- — 0 0 0 0 0
1lu 1lu
A A A A
L2 A 0 0 0 0
1lu lu 1lu 1lu
A A A A
0 — _— — _— 0 0 0
lu lu lu lu
A A A A
MK:=| 0 0 — — = 0 0
1lu lu 1lu lu
A A A A
0 0 0 -_— —_—+— -_— 0
lu lu lu lu
A A A A
0 0 0 0 —_— —_—t— —
lu lu lu lu
A A
0 0 0 0 0 -_— —
lu 1lu
32 =32 0 0 0 0 0
-32 64 32 0 0 0 0
0 32 64 -32 O 0 0
MK = 0 0 -32 64 32 0 0
0 0 0 -32 64 32 0
0 0 0 0 32 64 -32
0 0

0 0 0 -32 32
Impunerea conditiilor initiale

Mc = MK Tc = TL

Mep, 1 =100 Meg 7:=10" Tcp=334-10" Toy=334.10"
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Rezolvarea matriceald a sistemului
334
351.656
362.25
temp = me ! Te temp = | 365.781
362.25
351.656
334

Varianta 2.
Programul urmadtor analizeazd distributia temperaturii in campul termic,

permitand generalizarea la n elemente finite liniare.

ORIGIN= 1
Grosimea pldcii in cm
gr :=0.6
Coeficientul de conductivitate termica
A :=0.32
Fluxul termic volumetric
q0 := 226
Conditiile initiale
T initial:=334 T_final:=334
Numdrul elementelor finite liniare
n:=>5
Lungimea unui element finit
gr

lelem:=—
n

Asamblarea matricei termenilor liberi
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TL =

for i1e€el.. n+1

1
-g0 - lelem + ? - g0 - lelem

Asamblarea matricei caracteristice globale

MK =

MK =

for iel.. n+1
for jel.. n+1
Ei,6 ¢ 0
A

lelem

E1,1<—

A

lelem

En+1, n+l <

for tel.. n-1

A A

+
lelem lelem

Et+1, t+1 ¢

for pel. n

Fptl,p < T le)iem
A
Fp, ptl <~ lelem
E
2.667 -2.667 0 0 0 0
-2.667 5.333 -2.667 0 0 0
0 -2.667 5333 -2.667 0 0

0 0 -2.667 5333 -2.667 0
0 0 0 -2.667 5333 -2.667
0 0 0 0 -2.667  2.667

13.56
27.12
27.12
27.12
27.12
13.56
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Impunerea conditiilor la limita

MK Mcq, | := 1015 McCh+1, n+l = 1015

Mc =

o 15 . 15

Tc = TL Tcp:=T_initial -10 Tcpn+1:=T_£final - 10
1x10"° 2667 0 0 0 0 334% 10"

2667 5333 2667 0 0 0 27.12

0 2667 5333 2667 O 0 27.12

Mc= Tc =

0 0 2667 5333 2667 0 27.12

0 0 0 2667 5333 —2.667 27.12
0 0 0 0 2667 1x10° 334x 10"

Rezolvarea matriceald a sistemului
334
354.34
364.51
364.51
354.34
334

-1
temp:=Mc -Tc temp =

Rezolvare numericia in MATLAB

Programul urmator calculeaza distributia temperaturii in cdmpul termic, fiind

generalizat la n elemente finite liniare.

clc,clear
format short g

disp(" ")

Gr=input (' Introduceti grosimea placii [cm]: Gr= '");
disp(' ")

lamda=input (' Introduceti coeficientul de conductivitate

termica: Lamda= ');

disp("' ")

gO0=input (' Introduceti fluxul termic volumetric: g0= '");
disp("' ")

T_fata=input (' Introduceti temperatura pe prima laterala:

T_fata= ");
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disp(' ")

T_spate=input (' Introduceti temperatura pe a doua
laterala: T_spate= '");

disp(' ")

n=input (' Introduceti numarul de elemente finite liniare:
n="');

$Lungime element finit
lu_elem=Gr/n;
$Asamblarea matricei termenilor liberi
TL(1)=(g0*1lu_elem)/2;
TL(n+1)=(g0*lu_elem)/2;
for j=2:n
TL(j)=g0*1lu_elem;
end;
$Asamblarea matricei caracteristice
MK=zeros (n+1l,n+1);
MK(1l,1)=lamda/lu_elem;
MK (n+1l,n+1l)=lamda/lu_elem;
for t=1:n-1
MK (t+1,t+1l)=2*lamda/lu_elem;
end;
for p=1:n
MK (p+1l,p)=-lamda/lu_elem;
MK (p, p+l)=—-lamda/lu_elem;
end;

MK
TL'
%$Conditiile initiale
TL(1)=T_fata*(10715); TL(n+1l)=T_spate*(10715);
MK(1,1)=10"15; MK(n+l,n+1)=10"15;

MK
TL

%$Calcularea temperaturilor
temp=inv (MK) *TL'

Rezultatele care se obtin Tn urma rularii, pentru datele problemei analizate, sunt

temp =
334
351.66
362.25
365.78
362.25
351.66
334
>>



2.9 - incovoierea barelor elastice 171

§2.9 INCOVOIEREA BARELOR ELASTICE

BARA SIMPLU REZEMATA

Fie OA o bari elastica de lungime ¢, simplu rezemata la capetele O, A si asupra

careia actioneaza forta concentrata P (Figura 1).

(P S AL X

y

Figura 1. Bara simplu rezemata, asupra céreia actioneaza forta concentrata P.

Notand cu y sdgeata In punctul X € [0, l ] , atunci conditiile la capetele barei sunt
y(0)=0, y”(O):O, y([):O, y”(f):O. (1)

Energia potentiald corespunzitoare barei actionatd de forta concetratd P in

punctul X =A are expresia
EIC, o0
ny)==-] (") dx —Py(A), o)
2
0
unde EI reprezintd rigiditatea barei, E modulul lui Young, iar I momentul de inertie
axial al sectiunii transversale a barei.

Formularea variationald a problemei conduce la determinarea functiei care

realizeazad minimul functionalei (2) si satisface conditiile la limita (1).
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Datoritd conditiilor la limita (1), pentru aplicarea metodei lui Ritz vom considera

familia de functii

yo(x)=D cpsin——=, 3)

. kmx . . .
unde @y (X)zsm7, k=12,....n, reprezintd un sistem complet de functii care
verifica conditiile la limita (1).

In consecintd, familia de functii (3) pentru orice valori date lui ¢ verifica

conditiile (1).

Scriind cd functia y, realizeazd minimul energiei potentiale (2), vom obtine

pentru constantele ¢, k =1,2,...,n, sistemul de ecuatii

0
o _ 0, k=Ln, 4)
dcy
adica
¢ ,
EIfy, o g p ) o 5)
0 a k aCk

Tinand seama de (3) obtinem

n 2.2
V. k;zt i KT ’ dy,(A) _ “in kTC?\.’
k=1

/ dcy /
dyn __k'n’ i XX
aCk fZ / '

Substituind (6) 1n (5) obtinem

(6)

L n 2,2 2,2
EII chkf sinknX k’; SinandX—PSil’l@=O.(7)
o\t / /¢ 4 14
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R . .2 .

In baza ortogonalitati sirului de functii sin % ,sIn X yern,SIN %, rezulta
¢ kmx . K7x 0, k#k’
Ism—sm—dxz ,

0 14 E/ 2, k=k
si astfel ecuatia (7) devine
EI k*n* . kmh
Ck— 3 —Psin =0, k=12,...,n. 8)
2 0 Y4
De aici obtinem
20 . kmh
cx =P——F—sin—, k=12,....n. 9)
Eln 'k

Tinand seama de (3) se obtine aproximatia de ordinul n a sagetii, si anume

3 n
254 i4 inkﬂsin@, relo.7]. (10
Eln* ik l 4

yo(x)=P

BARA INCASTRATA LA AMBELE CAPETE

Consideram acum o bara incastratd la ambele capete, asupra careia actioneaza

sarcini uniform repartizate avand densitatea p pe unitatea de lungime (Figura 2).

P
0 X ¢ AD X
7

- V(X

L

Figura 2. Bara Incastrata la ambele capete, asupra careia actioneazd

sarcini uniform repartizate.
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Deoarece bara este incastratd la ambele capete, conditiile la limita sunt
y(0)=0. y(0)=0. y(1)=0. y()=0. (11)

Formularea variationald a acestei probleme constd in determinarea functiei
ye C4([O,f]) care satisface conditiile (11) si minimizeazd energia potentiala
corespunzatoare incarcarii barei, data sub forma functionalei

0 l
nly) =21 [(yPax - [py(x)x. (12
0

2%

unde EI reprezintd rigiditatea barei, E modulul lui Young, iar I momentul de inertie

axial al sectiunii transversale.

Datorita conditiilor la limita (11) considerdm familia de functii
al(0)= Y e (= xf = x2(e=xP Y et =
k=1 k=1
:xz(ﬂ—x)z(cl +c2x+....+cnxn_1). (13)
Sistemul complet de functii care satisface conditiile (11) este
(pk(x)z Xk+1(€ - x)z, k=12,...,n,
deoarece
0k (0)= 0 (0)=0, @ ()=gi(£)=0, k=12,..n.
In consecint, functia y,, satisface conditiile la limita (11), rezultand
Vo) = e il + 10— x)? — 4k + x( — x)+ 252
k=1

% = x5 el 10 - xP —alic+ D0 - x)+ 24

.(14)

Faptul ca y,, realizeazd minimul energiei potentiale (12) conduce la sistemul

EI 4 5 14
Rerearnea)= [ 57 Petx - pf v, (kv
0 0
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o _ 0, k=Ln, (15)
dcy
adica
EIJ‘yn o dx — pjay“—)dx 0. (16)
aCk

Pentru n =1 avem
yi(x)=cx2(t-x)%, yi= CIIZ(Z —x)-8x(t—x)+ 2X2J, xe [0,7],
si astfel din (16) rezulta

¢ =——P
L™ 7RI

deci aproximatia de ordinul intdi are expresia

__ P 20, .\
yl(x)— 72EIX (€ x), xe[O,ﬂl

In ce priveste aproximatia de ordinul doi, aceasta este de forma

Y2( )=x (5 X) (CI+CZX)7 XE[O’A

STUDIUL TORSIUNII BARELOR ELASTICE

Datoritd similitudinii, prezentdim In continuare problema torsiunii barelor

elastice, problemd conducidnd la determinarea functiei (I)(X,y)e CI(D) care

realizeaza minimul absolut al functionalei

” (acpj ( j Apod |dxdy | 17)

unde | reprezintd constanta lui Lamé, o unghiul de rdsucire pe unitatea de lungime a
barei, numit unghiul specific de torsiune, iar  reprezinta sectiunea transversala a barei
cilindrice.

Functia @ satisface conditia la limita
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@[ =0. (18)

Curba I' reprezintd frontiera domeniului € , adica frontiera sectiunii

transversale a barei.

In particular, vom cosidera ci bara are sectiune dreptunghiular, deci
Q=[-a,a]x[-b,b].

Pentru utilizarea metodei Ritz se pot folosi functiile coordonate

(pk(x,y):(xz—aZ)k(yz—bZ)k, k=12,..., (19)
Observam cad aceste functii formeazd un sistem complet fatd de functiile
de CI(Q) care satisfac conditia (18), si, in consecintd, familia de functii (un)IlZl

care formeaza un §ir minimizant pentru functionala (17) se poate considera de forma

D, (x,y)= Zn:cktpk(x,y)= ick(xz ~a2f (-2, o)
k=1

k=1

unde <I>n|r =0.

Pentru n =1 vom obtine aproximatia de ordinul intéi

®y(x.y)=c (2 =a2Jy> ~b2), (x.y)e [Faalx[-b,b]. 1)

Sustituind n (17) se obtine

I(CIDI)=7I(CI)=4C12 szdx- 'l'z(yz—b2)dy+ T (x2—a2)dx- 'l'zyZdy -
—a -b —-a -b
e, | (e 7oy
—a -b

adica

1)) =nle)) = b’ + 677 - Lpaa’te,. 22)

Conditia de extrem ﬂ:’(cl ) =0 conduce la valoarea
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Spo

Cl=—.
' 4@ +b2)

Se obtine astfel solutia aproximativd de ordinul Intai

Suo 2 2,2 12
P,(x,y)=—5——-x*—a’(y*-b%)), (x,y)e [-a,a]x[-b,b].
: 4(a> +b%) ( )
Valorile aproximative ale tensiunilor au expresiile
od oD
6, =0, 0,=0, 0,,=0, 0, = —ayl . Oy = __axl , 0,,=0.

Marimea momentului de rasucire este
M =2[®dxdy.
Q

Observam, in final, ca functia @ se poate lua si de forma

oo oo

d(x,y)= Z Zcmn sin max sinnTTy .
m=In=1 a

Rezolvare numerici in MathCAD

Programul urmaétor calculeaza incovoierea barei simplu rezemate, asupra careia

actioneaza o forta concentrata.

ORIGIN= 1
Lungimea barei: 1lu:=1
Rigiditatea barei: EI:=2
Forta concentratd: P:=2

Distanta fatd de capadatul barei la care actioneaza forta:
lu
A=—
2

Se aleg functii de forma:

(x) : ) T X
y(x) =sin Ta
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Functia urmdatoare calculeazd solutia prin metoda Ritz, unde
1li, ls reprezintd capetele intervalului de cdutare,
n reprezintd numdarul de rulari,

eps reprezintd precizia de calcul.

ritz(li,1ls,n,eps) := |while |li—ls| > eps

for iel.. n

1s—11
alf; «1i+ (i-1)
e
x«0,0.00L. 1
rlu
2
2
EI
int; «—- | d z(alfi<y(x)) dx|—P-alfi-y (M)
2 J dx
0

L. 8
minim_int— 10
for indexel.. n

if intj gex<minim_int

minim_int— int; qex

poz_miné— index

li<alf if poz_min> 1
P

oz_mir-1

lj.(—a].f1 if poz_min=1

ls<alf ) if poz_min<n
poz_mintl

ls¢-alf, if poz_min=n

(alf int minim_int poz_min)

Valorile constantei alfa:

aifa=ricA001,003, 10,1079,

Valorile functionalei:

func=rit2(001,003, 10,107 »
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1 1
1 0.020525495774696 1 -0.020531962471348
2 0.020526700047606 2 -0.020531963159538
3 0.020527904320517 3 -0.020531963706462
4 0.020529108593428 4 -0.020531964112117
alfa=|5 0.020530312866339 func =[5 -0.020531964376504
6 0.02053151713925 6 -0.020531964499621
7 0.020532721412161 7 -0.020531964481461
8 0.020533925685071 8 -0.020531964322043
9 0.020535129957982 9 -0.020531964021346
10| 0.020536334230893 10| -0.020531963579376

Minimul functionalei:

minimi=ritz(0.01, 003,10, 107 1

minim= —0.020531964499621

Valoarea constantei alfa care realizeazd minimul functionalei:
alfa_fin= 0.02053151713925

Solutia aproximativa este:

yaprox(x) :=alfa_fin vy (x)

2-sin (7w - x)

4
T

Fie so0l1l(x) —

aproximatia de ordinul intai a sdgetii de Incovoiere, si

2-sin(3-7m - x) 2-sin(5-7® - x)
2-sin(m - x) — +
81 625

4
T

so0l6 (x) —

aproximatia de ordin sase a sagetii.
Figura 3 prezintd, In comparatie, graficul solutiei aproximative alaturi de cele

doua aproximadri ale solutiei analitice.
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0.021
0.02063
0.02025
0.01988
0.0195
soll(x)  0.01913
® ® 0 & (013875
sol6(x)  0.01838
SESsSsS== 0018

0.01763

0.01725
0.3 0.34 0.38 0.42 0.46 0.5 0.54 0.58 0.62 0.66 0.7

yaprox(x)

X
Figura 3. Ségeata de incovoiere a barei simplu rezemate, asupra careia
actioneazd o forta concentrata: graficul solutiei aproximative in comparatie
cu doua aproximari ale solutiei analitice.

|yaprox(x) —soll(x)l = |yaprox(x) —sol6(x)| =

0

0

1.405452367334026°10-9

1.871558400098075"10-6

2.810890863385457-10-9

3.74303192828966410°6

4.216301617142748:10-°

5.621670757648567°10-9

5.61433570010370610-6

7.485384805946439-10-6

7.02698441454189°10-9

8.432228717949585°10-9

9.35609429855472:10-6

9.83738979864904°10-9

1.122637918046841-10->

1.124245378833922-10-8

1.309615439152646°10->

1.496533479639333-10->

1.264740681953223-10-8

1.405223502587861°10-8

1.68338351721223810->

1.54569245422757-10-8

1.870157019576092-10->

1.686146150524717-10-8

2.056845443200439-10-5

2.243440232090467-10-5
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